
Preconditionersשל וואידיה  
 

כל הערכים ( חיובית  היא מטריצה סימטריתAהמטריצה   כאשר Ax=bברצוננו לפתור 
דרך אחת לפתור מערכת  .)רוב הערכים בה הם אפס(ודלילה ) העצמיים שלה חיוביים

  Ly=bכ פתרון "ואח, A=LLT משולשית עבורה Lמציאת : לינארית כזאת היא הדרך הישירה
ייתכן כי ,  היא דלילהAגם אם המטריצה :  דרך זאת אינה תמיד מעשיתאולם. LTx=y –ו 

 כמו כן ייתכן ולא יהיה די .ולכן זמן הפירוק יהיה גדול,  מאוד לא דליל הואLהפירוק שלה 
 .Lמקום בזכרון להכיל את 

 
ן קירוב כזה יועיל לנו בפתרו. preconditionerלו נקרא , L –לכן נחפש איזשהו קירוב ל 

 .איטרטיבי לפתרון משוואות לינאריות
 

במהלך תהליך : incomplete factorizationהוא , preconditionersדרך אחת לבנות 
 L –מתוך תקוה שהאיברים הקטנים ב , Lנזרקים האיברים הקטנים של ,  המשולשיהפירוק

 סוג אחר של תאראנחנו נ. וכך נקבל קירוב טוב, "מהות"משפיעים פחות על 
preconditioners , מסוגcomplete factorization of incomplete matrices. אנחנו נבצע 

) בצורה סימטרית(נסיר .  מדוללתAכי אם למטריצה , Aאבל לא למטריצה , פירוק מלא
 בהמשך נתאר את .ונבצע למטריצה המדוללת הזאת פירוק מלא, Aאיברים מתוך 

 .A –להסיר מ שהציע איזה איברים , Viadyaהאלגוריתם של 
 

, מספר האיטרציות הדרושות להתכנסות האלגוריתם האיטרטיבי, preconditionerבהינתן 

2 של המטריצה condition number –הוא לכל היותר סדר גודל של שורש ה 
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AMM .

 שהוא היחס בין M – ו A של זוג המטריצות condition number –ערך זה שווה גם ל 
 :המוגדר להלן, M – ו Aים העצמיים המוכללים של זוג המטריצות הערכ

 
:  להיותת מוגדרעצמיים המוכללים של זוג מטריצותהערכים קבוצת ה

{ }0),( ≠=∃= BxMxAxxMAf λλλ . אם קל לראות כיMאלו בדיוק הערכים ,  הפיכה

AMהעצמיים של  MxAxxAxM: זאת משום ש. −1 λλ =⇔=−1. 
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כך שהיחס , preconditioner M לכן נחפש
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ננסה לחסום את , preconditionerבהינתן 
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 הם (M,A)שכן הערכים העצמיים של  =⋅

לכן כל מה שדרוש לנו הוא טכניקה למציאת חסם  .(A,M)רכים העצמיים של אחד חלקי הע
 . הבאהLemma - לשם כך נשתמש ב .על ערכים עצמיים של זוג מטריצות

 
Support Lemma: תהי M מטריצה positive-definite . הערכים העצמיים),( MAfλ 

)חסומים על ידי  )MA,σר כך המוגד: 



): הגדרה ) { }definite-semi positiveis AMMA −= ττσ min, . ערך זה מכונה
 אם positive semi-definiteמטריצה מוגדרת להיות  (.A במטריצה Mהתמיכה של 

 positive semi-definiteמטריצה היא : הגדרה אחרת. שליליים-הערכים העצמיים שלה אי
∀≤0אם  Axxx T(. 

 
),(אם נראה כי  :הוכחה MAfλλ AM וגם ∋ −τ היא positive-semidefinite , אזτλ ≤. 

MyAy:  כך שyכלומר קיים .  ערך עצמיλיהי  λ= . לכן( ) 0=− yAMλ וכן 
( ) 0=− yAMyT λ . נניח בשלילהτλ =−<0נסמן . < τλε .מכאן: 
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 .הגענו לסתירה
 

): מסקנה )MA,σ 2 נותן לנו חסם עליון על הערכים העצמיים של
1

2
1

−−
AMM , ובפרט על

 .הערך העצמי העליון
 

): מסקנה ) ( ) ( )AMMAMA ,,, σσ ⋅≤cond. 
 

 Symmetric – הוא ה ,condition number – חסם על ה כלי נוסף בו נעזר לצורך מציאת
Product Support Lemma. 

 
Symmetric Product Support Lemma: תהי knRU pnRV בטווח של ∋× אזי . ∋×
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 ריצתוהצגת מט, UUT – שלנו כ Aידי הצגת המטריצה -נשתמש במשפט זה על

מכך נסיק . VW=U:   המקיימתW ומציאת VVT – שלנו כ preconditioner –ה 
( ) 2

2
, WVVUU TT ≤σ. 

 

:  נורמה של מטריצה:הגדרה
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Vaidya הציע preconditioner עבור מטריצות Stieltjes , שהןDiagonally Dominant 

כלומר בכל שורה הערך על האלכסון גדול או שווה מסכום הערכים המוחלטים של האיברים (
 .חיוביים- מחוץ לאלכסון איאיבריםת וכל הוסימטרי, )מחוץ לאלכסון

 
 .UUT – כ Steitljesנראה כעת כיצד ניתן להציג מטריצות 

 
 בהם j – ו i מוגדר להיות הוקטור שכולו אפסים חוץ מבמקומות <edge vector <ij: הגדרה

 מוגדר להיות הוקטור שכולו אפסים חוץ מבמקום <vertex vector <i. בהתאמה 1- - ו 1יש 
 .1 בו יש i -ה 

 או edge-vectors הן Uשל  כאשר העמודות TUU - ניתן לפרק ל Seiltjes מטריצה :משפט
vertex vectorsמוכפלים בקבועים . 

 .0נניח תחילה כי סכום האיברים בכל שורה הוא בדיוק : הוכחה



∑במטריצה
< ji

T
ij ijija האיבר ה – ij הוא aij כמו ב – A , כיון שכל מחובר תורם בדיוק לשני

jiij: איברים מחוץ לאלכסון aa jjii: י איברים על האלכסוןולשנ, , aa וכל איבר מחוץ , ,
 - וב A –לכן האיברים מחוץ לאלכסון ב .  מקבל תרומה ממחובר אחד בלבדAלאלכסון של 

∑
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T
ij ijijaהאיברים על האלכסון מסתכמים כך שסכום האיברים בכל שורה הוא .  זהים

∑ - וב A –כסון ב  לכן האיברים על האל.A –כמו ב , 0
< ji

T
ij ijijaזהים . 
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 .ijaijשעמודותיה הם הוקטורים 
 

 הבאה מראה מדוע ניתן להפטר מההנחה שסכום האיברים בכל שורה הוא Lemma –ה 
 .אפס

 
 המטריצה שבה כל האיברים מחוץ לאלכסון הם כמו ’Aתהי . Stieltjes מטריצה A תהי :למה

 Mתהי . אך האיברים על האלכסון הם כאלה שמביאים לסכום אפס בכל שורה, Aאלו של 
, כלומר.  המטריצה המתאימה לה’M –ו , A כמו של row-sums עם אותם Stieltjesמטריצה 

)'(' AAMM ''אם . =−− AM −τ היא positive semi-definite 1 עבור≥τ אז AM −τ 
 .positive semi-definiteגם היא 
) :הוכחה ) ( ) ( )( )'1'''' AAAMAAAMAM −−+−=−−+=− ττττ . סכום שתי מטריצות

positive semi-definite היא מטריצה positive semi-definite. 
 
 

 כך Mברצוננו לבחור את . TVV - כ M ואת TUU - כ Aברצוננו להציג את המטריצה , כזכור
VWUהמטריצה שמקיימת , Wשהנורמה של   . היא קטנה=

 ?Wמהי המטריצה 
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∑: מתקיים Uלכל עמודה של , כלומר
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TUUA אם :טענה TVVM - ו Stieltjesמטריצה =  Aגרף של - מטריצה שמתארת תת=

וקטורי  זאת משום ש.Vידי העמודות של - נפרש עלU מהעמודות של תאז כל אח, שהוא עץ
בפרט ו,  מתאר איזשהו גרף קשירM לכן אם .ij  פורשים את j – ל i –קשת של מסלול מ ה
 .U – פורשים את הוקטורים ב V –אז הוקטורים ב , עץ
 



Vaidya הציע לבנות Preconditionerלעץ פורש .א עץ פורש מקסימליו שלו הגרף שה 
 כבדות MG -הקשתות במסלול המתאים לו ב , AG -כל קשת ב מקסימלי יש את התכונה של

 Wאז קיימת מטריצה ,  המטריצה של העץ הפורש המינימליMאם , לכן .לפחות כמוהו
mnmppnשמקיימת  UWV ×××  . בערך מוחלט1 – כולם קטנים שווים מ Wשהערכים של , =
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), כמו כן ) 1,),(max ≤≤ TT UUVVAM σλ . זאת משום שהמטריצהW שעבורה VUW = 
). ערך זה הוא אחד(טריצה שבכל עמודה שלה יש בדיוק ערך אחד השונה מאפס היא מ

 .1הנורמה של מטריצה כזאת היא 
הפעלתה .  ניתן לפרק ללא התמלאותMלכן את , מייצג עץ O(mlogn) .M הוא Mזמן בניית 

 איטרציות שכל אחת מהן לוקחת O(n)אז יש , m=O(n)אם . O(n)בכל איטרציה לוקחת 
O(n)ה "סכ.  זמןO(n2)זמן . 

 
Augmented Vaidya Preconditioners 

 
ולמעשה בכל , Maximum Spanning Tree Preconditioners –היתרון ב 

preconditionerהוא בכך שאין התמלאות בפקטוריזציה של ,  שהגרף שלו הוא עץM . כלומר
תכן שאם נרשה אולם יי.  בכל איטרציהpreconditioner –וכן הפעלת ה , הפירוק יהיה זול
השיפור בקצב ההתכנסות יהיה כזה שיגבר על מחיר הפירוק והגדלת זמן , קצת התמלאות

 . בכל איטרציהMz=rפתרון המערכת 
 

 חלקים קשירים שמספר הצמתים k –נחלק את הגרף ל . נמצא עץ פורש מקסימלי: הרעיון

בהם בערך 
k
n .אם קיימת (ת הקשת הכבדה ביותר בינהם מוסיפים א, בין כל זוג חלקים

 ).קשת
 k=nאם .  הרגילMaximum spanning tree preconditioner –זהו בדיוק ה , k=1אם 

 .כי כל הקשתות שהוסרו מוחזרות, M=Aמתקבל 
.  יהיה טוב יותרAוהקירוב למטריצה , כך פחות קשתות יוסרו, ככל שנחלק ליותר חלקים

והזמן של , מצד שני הפירוק יארך יותר זמן. ציות עד להתכנסותכתוצאה מכך יהיו פחות איטר
, מספר האיטרציות יגדל, הקירוב פחות טוב, אם נחלק לפחות חלקים. כל איטרציה גם יגדל
 .והזמן של כל איטרציה יקטן, אך זמן הפירוק יקטן

 
ור קשת  נתאר איך לייצג כל וקט.ידי קבוע-חסומה על, d, נתון גרף שהדרגה המקסימלית בו

 .GM – כקומבינציה לינארית של וקטורים ב GA –ב 
,  אם שני קודקודי הקצה שלה באותו חלק–כל קשת בגרף מנתבים באחת משתי דרכים 

מנתבים דרך הקשת הכבדה , אם קודקודי הקצה בשני חלקים שונים. מנתבים דרך העץ

אורך כל מסלול ). ודרך העץ(שנוספה 







k
nO .קשת פנימית תומכת לכל היותר בכל כל 

 -לכן כל קשת משתתפת ב . הקשתות שצד אחד שלהן באותו החלק
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 לשם כך .ברצוננו לחלק את הגרף לחלקים קשירים שגודלם פחות או יותר זהה, כאמור
 .TreePartitionנשתמש באלגוריתם לו קראנו 

 
TreePartition 

 
 
siהעץ ששורשו ב - מאותחל בתחילת האלגוריתם למספר הצמתים בתת– i. 

 – ל n/t לחלקים שגודלם בין iהעץ ששורשו - מחלק את תתTreePartitionאלגוריתם : טענה
1/ +tdn , פרט אולי לחלק ששורשוiאך לא גדול יותר(תר  שיכול להיות קטן יו.( 

 . מכיל את הערך הנכוןsi, וכי כשהאלגוריתם חוזר, נראה כי העץ מחולק כיאות: הוכחה
 .העץ-נוכיח באינדוקציה על גובה תת

וכי הטענה נכונה , h הוא iנניח הגובה של תת העץ של .  הוא עלהiטענה זו ברורה כאשר 
פי הנחת האינדוקציה - אז עלTreePartition(j) –אם אם נקרא ל , i של jלכל בן . h’<hלכל 

העץ - מקבל את הערך של תתsjהעץ שנוצרים בקריאה הם בגודל המתאים וכן -כל תתי
tnsאם . jשנשאר ששורשו  j והוא הופך לחלק ,  חוקיjאז גודלו של תת העץ ששורשו , ≤/

בסוף  siגודלו של . si –חובר ל  וגודלו מi –אחרת הוא קטן מדי ונשאר מחובר ל . בפני עצמו
 .ל"מש. dn/t + 1התהליך הוא לכל היותר 

 
 

 . מישוריA אם הגרף של O(n+k1.5) –ו ,  במקרה הכלליO(n+k6) לוקח Mפירוק של 

))((סך כל זמן החישוב במקרה הכללי הוא  46 kn
k
nkO +






+)  חישובMהאיזון ).  הוא זניח

 במקרה זה זמן החישוב  .k=O(n0.25)תקבל כאשר בין שלב האיטרציות לזמן הפירוק מ
 .O(n1.75)הכולל הוא 

))log((הוא ,  מישוריAסך כל זמן החישוב כאשר  5.1 kkn
k
nkO +






+ והבחירה הטובה 

 .O(n1.2)במקרה כזה זמן החישוב הכולל הוא . O(n0.8) היא kביותר עבור 
 
 

#comment: si = number of vertices in the subtree rooted at i 
 

ij
si

 of  child each for
1←

 

 ( )1/ +> kns j if  
  TreePartition(j) 
 ( )kns j /≥ if  
  form a new subtree rooted at j 
  disconnect j from i 
 else 
  jii sss +←  



Augmented MWB Preconditioners 
 

מטריצות סימטריות שהערכים מחוץ עבור  שמבוסס על עצים preconditionerמצאנו 
מה לגבי מטריצות ). כלומר הקשתות המתאימות להם חיוביות(לאלכסון שלהן שליליים 

 ).חיוביים ושליליים(שהערכים מחוץ לאלכסון שלהן הם מעורבים 
ים או חיובי (edge-vectors הן Uכאשר העמודות של , UUT –מטריצות כאלה ניתן לייצג כ 

 .המוכפלים בקבוע) שליליים

נגדיר וקטור קשת שלילית להיות 
j
i

ij
←
←
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 ניתן להציג Aאז קל לראות כי את , diagonally dominant" בדיוק" היא Aכאשר המטריצה 
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 חיוביים ושליליים המוכפלים edge vectors הן Uל  כאשר העמודות שA=UUTכלומר 
 .בקבוע

 .במקום עץ פורש מקסימלי, Uיש למצוא בסיס מקסימלי של עמודות , מסתבר שבמקרה זה
שעבורה קיימת , Uקבוצה של - תתVברצוננו למצוא .  כעל אוסף של וקטוריםUנביט על 
 יהיה לייצג כקומבינציה  ניתןU –אנו רוצים שכל וקטור ב . VW=U שמקיימת Wמטריצה 

 להיות בסיס Vאנו נבחר את .  צריך להיות לפחות בסיסVכלומר . Vלינארית של וקטורי 
 יש Aשכאשר בגרף של , מסתבר.  בסיס שסכום משקלות הוקטורים בו מקסימלי–מקסימלי 

 בהמשך נזכיר כי בחירה זו של .עץ פורש מקסימלימציאת  לשקולזה , רק קשתות חיוביות
 . בערכם המוחלט2 – קטנים או שווים ל W – מקסימלי מבטיחה כי כל האיברים ב בסיס

ידי קשתות שמשקלן גדול לפחות - נתמכת עלeעבור עץ פורש מקסימלי הראינו שכל קשת 
 . להיות בסיס מקסימליVתכונה זאת נשמרת כאשר בוחרים את . eכמו המשקל של 

 
lKיהי : טענה uuu ,,, muuuקסימלי של הוקטורים  בסיס מ21 ,,, 21 K שמשקליהם 

mααα ,,, 21 K . יהיllK uuuuk βββ +++= ki אז iβ≠0אם , אזי. 2211 αα ≥. 
ki כלשהו iנניח בשלילה כי עבור : הוכחה αα  uiאה כי אם נסיר את נר. iβ≠0 וגם >

 .נקבל בסיס שמשקלו רב יותר, ukמהבסיס ונציב במקומו את 
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. כמו כן משקלו גדול יותר מזה של הבסיס המקסימלי. מכאן שהבסיס החדש פורש גם הוא
 .זוהי סתירה



 
תלוייה מקסימלית -מציאת בסיס מקסימלי היא מקרה פרטי של מציאת קבוצה בלתי

 .במטרואיד
)מטרואיד הוא זוג  )l,SM  : המקיים את התנאים הבאים=

• Sקבוצה סופית ולא ריקה  
• l היא קבוצה לא ריקה של תתי קבוצות של S ,הקבוצות הבלתי -שנקראות תתי

BA וגם l∈Bהמקיים שאם , Sתלויות של   .l∈A אז ⊇
BA וגם l∈A ,l∈Bאם  • ABxאז קיים איבר , > }:  כך ש∋\ } l∈∪ xA 

 
 קבוצות בלתי תלויות של  קבוצה שלl -ו ,  קבוצה של וקטוריםSקל לראות כי בהנתן 

)אז , S –וקטורים ב  )l,SM  . הוא מטרואיד=
 

את , j – ל i –במקרה שלנו נצמיד לוקטור שמייצג קשת מ ( יש משקל S –נניח לכל איבר ב 
. תלויה מקסימלית במטרואיד-קיים אלגוריתם גנרי למציאת קבוצה בלתי). ijaהערך 
אלא אם כן , ומוסיף כל אחד מהם,  לפי משקלםS –ריתם זה ממיין את האיברים ב אלגו

 .הוספת האיבר תיצור קבוצה שאינה בלתי תלויה
אלא אם הוקטור שאנו בודקים תלוי לינארית , וקטור-עלינו להוסיף וקטור, במקרה שלנו

צוא אלגוריתם לשם מציאת בסיס מקסימלי ביעילות עלינו למ. בוקטורים שכבר בקבוצה שלנו
 :ה הבאטענהניעזר ב.  תלויים לינאריתedge-vectorsיעיל שבודק האם קבוצה של 

 
ם כל רכיב "אם, תלויים לינארית- וקטורי הקשתות של גרף בלתי מכוון הם בלתי:טענה

 .קשירות לא כולל אף מעגל חיובי וכולל לכל היותר מעגל שלילי אחד
 

 :הגדרות
 .שתות השליליות בו הוא זוגי מעגל שמספר הק– מעגל חיובי
 .זוגי- מעגל שמספר הקשתות השליליות בו הוא אי– מעגל שלילי

 
 מעגל תסוגר, הוא לבדוק האם הקשת שאנו שוקלים לצרף, לכן כל שעלינו לעשות בכל שלב

 . מעגל שלילי שניתאו סוגר, חיובי
 

 :הגדרות
 . מסלול שמספר הקשתות השליליות בו הוא זוגי– מסלול חיובי
 .זוגי- מסלול שמספר הקשתות השליליות בו הוא אי– מסלול שלילי

 
באופן . ידי הזוגיות של מספר הקשתות השליליות במסלול-הזוגיות של מסלול נקבעת על

 .קשת שלילית הופכת את הזוגיות של המסלול, אינטואיטיבי
 

שקיימת כאשר בניגוד לדרך אחת ויחידה ( דרכים שונות לתמוך בקשת 5מצאנו כי יש בדיוק 
כי המקדמים בקומבינציה הלינארית של , בנוסף זה קל להראות). כל הקשתות הן חיוביות

וקטורי קשתות לא ממושקלים הם כולם 
2
1,2,1,0 ±±±. 

 :חמש הדרכים הן הבאות
 .תמיכה בקשת חיובית באמצעות מסלול חיובי .1
 .תמיכה בקשת שלילית באמצעות מסלול שלילי .2
 חיובית באמצעות רכיב קשירות הכולל מעגל שלילי ומסלול שלילי תמיכה בקשת .3

 .בין נקודות הקצה של הקשת
תמיכה בקשת שלילית באמצעות רכיב קשירות הכולל מעגל שלילי ומסלול חיובי  .4

 .בין נקודות הקצה של הקשת



 .תמיכה בקשת באמצעות שני רכיבי קשירות הכוללים מעגל שלילי .5
 

מסלולים חיוביים ובשחור / בכחול קשתות , מעגלים שליליים/ לים מסלו/ נסמן בכתום קשתות 
 :השרטוט הבא מתאר את חמש הדרכים לתמוך בקשת. מסלולים בזוגיות כלשהי
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הרי טענו כי , <ij> לוקטור V –בקומבינציה הלינארית של הוקטורים הלא ממושקלים ב 

המקדמים האלו כולם 
2
1,2,1,0 אם נתחשב . 2 –ובפרט כולם קטנים בערכם המוחלט מ , ±±±
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 preconditioners – ל Vaidyaמצאנו גם דרך להכליל את אלגוריתם הוספת הקשתות של 

 על כל רכיב TreePartitionהרעיון מבוסס על הפעלת . המבוססים על בסיס מקסימלי
 בין כל זוג חלקים שונים יש ).לאחר הסרת קשת במעגל אם קיים מעגל(קשירות בבסיס 

 .להוסיף לכל היותר שני וקטורים כדי להשלים לבסיס
 
 


