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�'$���' � �' " $� �"# �-���� Ax = b "� �"*� ���!) ����� ��*� �(���
"#� ���� .�� " ��#�*� ����'� �"��� ' " �#�" +�$"# '# '#��'+' "$
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"!!#'4��"�� �'$���' �' Ax = b ��"� $��� � ��� ����!"*�

�!" {b, Ab, A2b, . . . , Akb} ,

.��#� k �� ���  ����# '% ���#"��' � ��"� ."� !�#%'#���) �� ��# � '��
��"� ���� ����!"*�7 *"$$�� ��� ��
�	� ��������7 '%�� *' �"� � " +''�
"!!#'4��"��' x̂ �' x �,� %'# ��"$$ k) ��#���#�'#�7 �'�� �#-$',�
����!"*� ����'�� *" & � ��� ,�*�'# � ��� ����!"*� ��"� �� ���3��
��� #�����"$ r = Ax̂− b � �'��  '#�)

��� �'�� .���$-����� �#-$',�����!"*� ����'�� �� *"$$���	��������
���
����) �'# �-����#�* !'����,����& ��� �"�#�*��7 ��� ����'� & ��
" "!!#'4��"�� �'$���' ��"� �� ���3�� ��� #�����"$ r � ��� A−1  '#�7
��"� ��7 �� ���3�� ‖r‖A−1 = (rT A−1r) ',�# ��� �#-$', ����!"*�)

� �,�#- ���#"��' 7 ��� "$+'#���� *'�!���� ��� ��#�*��' p � .��*�
��� "!!#'4��"�� �'$���' x .�$$ �',� " � ��� "�'� � α '% �',��� �
� ��"� ��#�*��' ) 9�� x �',�� α � ��� � ��� ��#�*��' '% p7 ��� 
��� #�����"$ �',�� α � ��� � ��� ��#�*��' −Ap) ��� ��#�*��' p ��
*'�!���� �- "��� + �' ��� !#�,�'�� ���#"��' :� #�����"$ �'�� '% ���
!#�,�'�� ��#�*��' ) ���� ��#�*��' �"��*"$$- �',�� x � ��� ��#�*��' '%
��� !#�,�'�� #�����"$7 �4*�!� ��"� .� �"/� ��� ��#�*��' p A�*' E�+"��
�' ��� !#�,�'�� ��"#*� ��#�*��' 7 " �7 � %"*�7 A�*' E�+"�� �' "$$ !#�,��
'�� ��"#*� ��#�*��' � 5pT

k Apj = 0 �% j �= k6)
���  ����# '% ���#"��' � '% ��� �' E�+"�� B#"��� � ����'� ��
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�� *"$$�� " ����	�
���	���) � +''� !#�*' ����' �# ��!#',�� ��� *' ,�#�
+� *� '% ��� ���#"��,� ����'�7 ��;*�� � �' ',�#*'�� ��� �4�#" *'�� '%
*' ��#�*�� + " � "!!$-� + ��� !#�*' ����' �#)

��� ���" �� �' & � " �"�#�4 M ��"� �� �"�- �' � ,�#� " � ��"�
"!!#'4��"��� A � �'�� �� ��) �!�*�&*"$$-7 .� ." � M �' *$����#
��� ��+� ,"$��� '% A7 �' ��"� *' ,�#+� *� ��*'��� �'#� #"!��) ���
!#�*' ����' �# *' E�+"���+#"��� � ����'� �'$,��

(M− 1
2 AM− 1

2 )(M
1
2 x) = M− 1

2 b

���� .'#/� .�$$ .�� ��� ��+� ,"$��� '% M− 1
2 AM− 1

2 "#� �'#� *$���
��#�� ��" ��� ��+� ,"$��� '% A)

�- �" �!�$"�� + ��� *' E�+"���+#"��� � "$+'#����7 �� �� !'����$� �'
*'�� �! .��� " "$+'#���� ��"�  �,�# ���� M

1
2 '# M− 1

2 7 " � � .��*�
��� ' $- '!�#"��' � �,�#- ���#"��' �� ��� �'$���' '% " $� �"# �-����
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� �#'"� *$"�� '% !#�*' ����' �#� �� �"��� ' � *'�!$��� %"*�'#�3"�
��' � '% ��� *'�;*�� � �"�#�4) 9� *"$$ %"*�'#�3"��' � *'�!$��� �% ��#�
� + ��� %"*�'#�3"��' !#'*��� *�#�"� ��� �$��� ��7 3�#' !'����' � ��"�
.'�$� ��  ' 3�#' � " �4"*� %"*�'#�3"��' 7 �",� ��� �#'!!��) ��*� "
!#�*' ����' �# �� ��� +�,� � %"*�'#�� %'#� M = LU .��� L $'.�# " �
U �!!�# �#�" +�$"#) ��� �<�*��,� ��� '% ��� !#�*' ����' �# ��!� �� ' 
�'. .�$$ M "!!#'4��"��� A)

��"��� ����&	� ����#��	�	 $����
�%������� ���� %"*�'#�3"��' 
%'#*�� ��� !#�*' ����' �# �' �",� ��� �"�� #'.����� "� ��� '#�+� "$ �"�
�#�4) �"##�� �� "$) �4!$"� ��"� � 8��� ��*�" �*� ���� �"� " !�-��*"$ E���
��&*"��' F�7 ��*��' =)A)0G) 
'#� ��!'#�" �$-7 �� �"� ��� ��'. ��"�
.�� A #�!#��� �� " #�+�$"# D�!'� � ���*#���3"��' '% �"!$"*�:� �(�"�
��' .��� ��#�*�$�� �'� �"#- *' ����' �7 "  '�&$$ �'��&�� � *'�!$���
%"*�'#�3"��' #���*�� ��� *' ����'  ����# %#'� O(n) �' O(

√
n) 5���

F�' (' �(G " � ����# #�%�#� *�6) � � �'��&�� %"*�'#�3"��' #���*�� ���
*' ����'  ����# �- " *' ��" � %"*�'#7 ���  '� "�-�!�'��*"$$- F�' �(G)



�
	
 ���������� �������� ��� �������� �

���� ���
��	� )�� �
�� �

9�  '#�"$$- ��� / '% �"�#�*�� "� �.'����� ��' "$ "##"-� '%  ���
��#� '# "� #�!#��� �"��' � '% $� �"# �#" �%'#�"��' �) 9� *" "$�' #�!�
#��� � �"�#�*�� "� +#"!��)

���������� 2)A)2� ��� ��
���
��� ����� GA = (VA, EA) '% " n�
�-�n �-����#�* �"�#�4 A �� " .��+���� � ��#�*��� +#"!� .�'�� ,�#��4
��� �� VA = {1, 2, .., n} " � .�'�� ��+� ��� �� EA = {(i, j) : i �= j, aij �=
0}) ��� .��+�� '% " ��+� (i, j) �� aij ) ��� .��+�� '% " ,�#��4 i �� ���
��� '% �$��� �� � #'. i '% A)

�$��'�+� ��� � ��#$-� + +#"!� �� E��� " '���# #�!#��� �"��' '% "
�"�#�47 �'������� �� �� *' ,� �� � �' " "$-3� *�#�"� �"#�4 '!�#"��' �
"� '!�#"��' � ' ��� �"�#�4:� � ��#$-� + +#"!�) �'# � ��" *�7 .�� " 
� / '. i �� �$��� "��� ��#� + ��� %"*�'#� + '% " �!"#�� �"�#�4 A7 ���
��#�*��#� '% ��� �#"�$� + �"�#�4 *�" +�� 5��� #��"� � + �(�"��' � " �
,"#�"�$��6) ��� �$��� "��' "��� ��+�� �' ��� � ��#$-� + +#"!� ���.�� 
�"*� !"�# (j, k)7 .��#� j " � k .�#� ������	�� '% i � ��� +#"!� 5��+�
(j, k) �� "���� �% �� ���  '� �4��� ��%'#� ��"� ���!6)
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9�� A �� %"*�'#�� � �' �#�" +�$"# %"*�'#�7 ��� %"*�'#� ���"$$- &$$
5���- "#� �� ��# ��" A6) �� *� PAP T �� "$�' �-����#�* " � !'���
��,� ��& ��� %'# " - !�#���"��' �"�#�4 P 7 .� *" � ���"� �'$,� ���
#�'#��#�� �-���� (PAP T )(Px) = Pb)

��� *�'�*� '% P *" �",� " �#"�"��* �<�*� ' ��� "�'� � '% &$$ ��"�
'**�#� ��#� + ��� %"*�'#�3"��' ) ����7 �� �� ��" �"#� !#"*��*� �' #�'#��#
��� #'.� " � *'$�� � '% ��� �"�#�4 ��%'#� !�#%'#�� + ��� %"*�'#�3"��' )

���*� + &$$ #���*�� ��� "�'� � '% ���'#- ��"� ��� %"*�'#�3"��' ����
" � ���  ����# '% 8'"�� +�!'� � '!�#"��' � ��"� �� !�#%'#��)

���#� ��  ' �;*�� � "$+'#���� %'# & �� + " '!���"$ '#��#� +) ����
!#'�$�� �"� ��� ��'. �- 
'�� " � �"#E" �' �� 	��*'�!$���F��G)
���#� "#�7 �'.�,�#7 ��,�#"$ *$"���� '% "$+'#����� ��"� .'#/ .�$$ � !#"*�
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� ���� ��+#�� �� " +#���- ���#����* .��*�7 "� �"*� �$��� "��' 
���!7 �$��� "��� ��� ,�#��4 .��� ��� %�.��� � �$��� "���  ��+��'#�7 ��"�
�� ��� ,�#��4 .��� ��� �� ���� ��+#��) � ��� �"�#�47 ���� *'##��!' ��
�' ��� #'. " � *'$�� .��� ��� %�.��� � �#��� � ��� �!�"��� �#"�$� +
����"�#�4)

��� �� �������+#�� ���#����* �� +#���- � ��� �� �� ��"� �� �"/��
#�"�' "�$� $'*"$ *�'�*��7 ��� .���'�� *' ����#� + ����# +$'�"$ ��!"*�)
��� ���#����* �'��  '� �,� �� ���3� ��� &$$ ��"� �� +� �#"��� "� �,�#-
���!) �%��# ��� �$��� "��' '% ��� *�'�� ,�#��47 ���#� .�$$ �� ��+��
���.�� "$$ ���  ��+��'#�7 ��� �'�� '% ����� ��+�� ��+�� �",� �4�����
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 �������������� �� ���� ��

��%'#� ���� �$��� "��' ���!) 
� ���� ��+#�� �� ���3�� ��� !'�� ��"$
&$$ "� �,�#- ���!7  '� ��� "*��"$ &$$7 .��*� �� �'#� �4!� ��,� �' *'�!���)

� '���# ��!'#�" � %"��$- '% '#��#� + "$+'#����� �� �"��� ' ,�#��4
��!"#"�'#�7 �'������� #�%�##�� �' "� " �����
 
�������	� '% ��� +#"!�)
��� �"��* ���" �� ���!$�) 9� & � " ��"$$ ������ '% ��� ,�#��*�� '%
��� +#"!� .�'�� #��',"$ �#�"/� ��� +#"!� � �' "� $�"�� �.' *'  �*���
*'�!' � ��7 ��*� ��"�  ' *'�!' � � �� ,�#- $"#+�) 9� *"$$ ��� ��"$$ ���
'% ,�#��*�� " �������	� " � .� *"$$ �"*� *'  �*��� *'�!' � � " 
	����)
9� '#��# ��� ,�#��*�� '% �"*� �'�"� *' ��*���,�$-7 ' � �'�"� "%��#
" '���#7 " � .� '#��# ��� ,�#��*�� '% ��� ��!"#"�'# $"��)

��� ,�#��*�� .���� " �'�"� "#� �-!�*"$$- '#��#�� ��� + ��� �"��
"$+'#���� #�*�#��,�$-7 �- & �� + " ��!"#"�'# .��*� �#�"/� ��� �'�"� 
� �' ����'�"� � " � '#��#� + ��� ��!"#"�'# $"��)

�����*��' '#��#� +� ��� " �'#� +$'�"$ ,��. '% ��� �$��� "��' !#'�
*��� *'�!"#�� �' ��� �� �������+#�� '#��#� +�) �#��#� + ��� ��!"#"�
�'# $"�� � ��#�� ��"�  ' &$$ ��+�� �� *#�"��� ���.�� " ,�#��4 v � ' �
�'�"� " � " ,�#��4 u � " '���# �'�"� ) ��� �<�*� '% '#��#� + ���
��!"#"�'# $"��7 ���#�%'#�7 �� �' � ��#� ��"� " � ��#� �$'*/ '% 3�#'� � 
��� '#�+� "$ �"�#�4 �'��  '� &$$) �- #�(��#� + ��"�  ' �'�"� �� ,�#-
$"#+� 5�'��  '� *' �"� �'#� ��" 2

3
'% ���  ����# '% ,�#��*�� � ���

+#"!�7 %'# �4"�!$�67 .� � ��#� ��"� ��� 3�#' �$'*/� "#� $"#+�)
��� "�'� � '% &$$ " � .'#/ � "  �����������*��' %"*�'#�3"��' 

*" �'������� �� ���'#���*"$$- " "$-3��) �'# �4"�!$�7 �% ��� +#"!�
'% " n��-�n �"�#�4 A �� !$" "#7 �� �"� " ��3� O(

√
n) �"$" *�� ,�#��4

��!"#"�'#) �� " *' ��(�� *�7 ��� %"*�'#� �",� O(n lg n)  ' 3�#'� " � ��
*" �� %"*�'#�� � O(n1.5) 5"����� + �� �"� ��� #�'#��#�� ��� +  �����
�����*��' 6)

�'# ��"$$ �"�#�*��7 �� �������+#�� '#��#� +� "#� '%�� �'#� �<�*�
��,� ��"  ����� �����*��' ) ���#�%'#�7 �'��# '#��#� + *'��� ���"$$-
*'��� � �'�� �����*��' " � �� �������+#�� "$+'#�����)

��(� ,���
	��%����� �+ !,-�

� ���� ��*��' .� ��'. �'. ���*#���3"��' � '% !"#��"$ ��<�#� ��"$
�(�"��' � *" !#'��*� " �-���� '% $� �"# �(�"��' �7 .��*� *'�$� ��
#�!#��� ��� "� Ax = b .��#� A �� " 
��"�#�4)

��(��� . 	 $����	�,�/	
	��	 �	� �� +�
 � 0�	�,�#	�������

1�����
��2���	 !
���	#� ��� ζm(I) �� '�� ��� ,�*�'# �!"*� '%
#�"$ %� *��' � .��*� "#� m ����� *' �� �'��$- ��<�#� ��"�$� ',�# " 
� ��#,"$ I ⊂ �7 m ��� + "  ' � �+"��,� � ��+�#) 
'#�',�#7 f ′7 f ′′ " �
f (n) %'# n ≥ 3 .�$$ �� '�� ��� ��**����,� ��#�,"��,�� '% " %� *��' '% "
�� +$� #�"$ ,"#�"�$�)

�' ����# ��� %'$$'.� + !#'�$��) B�,� ��� %� *��' � c " � f ∈
ζ0([0, 1]) " � �.' *' ��" �� α " � β 7 & � " %� *��' u ∈ ζ2([0, 1])
�"���%-� +
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 �������������� �� ���� ��

−u′′(x) + c(x)u(x) = f(x), 0 < x < 1

u(0) = α, u(1) = β.

��*� " !#'�$�� �� *"$$�� " �	��
��
������ ��	����7 ��*"��� ��� � �
/ '. %� *��' �"� �' �"���%- ��� �	��
��
 �	�
���	�� u(0) = α7 u(1) =
β "� ��� � �� '% ��� '!� � ��#,"$ ',�# .��*� ��� ��<�#� ��"$ �(�"��' 
�"� �' �� �"���&��)

�% ��� %� *��' c ��  ' � �+"��,� ',�# ��� � ��#,"$ [0, 1]7 ��� �� *" 
�� ��'. ��"� ��� !#'�$�� �"� " � �(�� �'$���' 7 .��*� .�$$ �� �� '���
�- ϕ)

�4*�!� %'# ��� #"#��� '% *"���7 ���#� ��  ' / '. %'#��$" %'# *"$�
*�$"�� + ��#�*�$- ��� ,"$�� '% ��� �'$���' "� " +� �#"$ !'� � '% ���
� ��#,"$ [0, 1]) �� " #���$�7 ���#� "#���� ��� !#'�$�� '% & �� + " ."- '%
����	�������� ��� ������ 	� ��� �	����	� �� ��	���
 �� ��
 �� 
�����
)
� � ����'� '% "*���,� + ���� �� ��� ������
�������� ����	
 .��*� .�$$
 '. �� ���*#����)

B�,� " � ��+�# N ≤ 17 .� ��� h = 1
N+1

) ��� �� ��& � " ����	��
���� '% ��������� h ',�# ��� � ��#,"$ [0, 1] "� ��� ��� '% !'� �� xi = ih7
0 ≤ i ≤ N +1 5'���#,� ��"� x0 = 07 xN+1 = 167 *"$$�� ��� �	
�� '% ���
����) ��� �������3� h �� ��" � �' �� � �' 3�#') ��� & ������<�#� *�
����'� �� " ."- '% '��"� � + " "!!#'4��"��' '% ��� �'$���' ϕ "�
���  '��� '% ��� ����7 � '���# .'#��7 .� $''/ %'# " ,�*�'#

uh =

⎛
⎜⎜⎝

u1

u2
)))

uN

⎞
⎟⎟⎠ ∈ �N ,

��*� ��"� ui �� :*$'��: �' ϕ(xi) %'# i = 1, 2, . . . , N 5��� ,"$��� ϕ(x0) = α
" � ϕ(xN+1) = β ��� + / '. 67 .��� ��� "**�#"*- '% ��� "!!#'4��"�
��' ��!#',� + "� h ���� �����)

��!!'�� ��"� ��� �'$���' ϕ �� %'�# ����� *' �� �'��$- ��<�#� ��"�$�
� ��� � ��#,"$ [0, 1]) �- �"-$'#:� %'#��$"7 %'# i = 1, 2, . . . , N 7 .� *" 
.#���

ϕ(xi+1) = ϕ(xi) + hϕ′(xi) +
h2

2
ϕ′′(xi) +

h3

6
ϕ(3)(xi) +

h4

24
ϕ(4)(xi + θ+

i h),

ϕ(xi−1) = ϕ(xi) = −hϕ′(xi) +
h2

2
ϕ′′(xi)− h3

6
ϕ(3)(xi) +

h4

24
ϕ(4)(xi + θ−i h),

.��� −1 < θ−i < 0 < θ+
i < 17 �' ��"�

−ϕ(xi+1) + 2ϕ(xi)− ϕ(xi−1) = −h2ϕ′′(xi)− h2

24
{ϕ(4)(xi + θ+

i h) + ϕ(4)(xi + θ−i h)}.
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 �������������� �� ���� ��

�- ��� � ��#����"�� ,"$�� ���'#��7

ϕ(4)(xi + θ+
i h) + ϕ(4)(xi + θ−i h) = 2ϕ(4)(xi + θih),

.��� |θi| ≤ max{θ+
i ,−θ−i } < 17 �' ��"� & "$$-

−ϕ′′(xi) =
−ϕ(xi+1) + 2ϕ(xi)− ϕ(xi−1)

h2
+

h2

12
ϕ(4)(xi + θih),

.��� |θi| < 17 1 ≤ i ≤ N )
�' �"/� ���  '�"��' $��� *����#�'��7 .� .#���

ϕi = ϕ(xi), ci = c(xi) fi = f(xi), 1 ≤ i ≤ N .

�% .� #�!$"*� ��� ,"$��� −ϕ′′(xi) �- ��� �4!#����' � +�,� "�',� " �
�"/� + "**'� � '% ��� �'� �"#- *' ����' �7 .� & �

− α

h2
+

2ϕ1 − ϕ2

h2
+ c1ϕ1 = f1 − h2

12
ϕ(4)(x1 + θ1h)

−ϕi−12ϕi − ϕi+1

h2
+ ciϕi = fi − h2

12
ϕ(4)(xi + θih), 2 ≤ i ≤ N − 1

−ϕN−1 + 2ϕN

h2
− β

h2
+ cNϕN = fN − h2

12
ϕ(4)(xN + θNh).

��� �-���� '% �(�"��' � +�,� "�',� �"- �� .#���� � ��� �"�#�4
%'#�

Ahϕh = bh + εh(ϕ),

�- ����� +

Ah =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2 + c1h
2 −1

−1 2 + c2h
2 −1

) ) ) ) ) ) ) ) )
−1 2 + cN−1h

2 −1
−1 2 + cNh2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

ϕh =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

ϕ1

ϕ2
)))

ϕN−1

ϕN

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , bh =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

f1 + α/h2

f2
)))

fN−1

fN + β/h2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , εh(ϕ) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ϕ(4)(x1 + θ1h)
ϕ(4)(x2 + θ2h)

)))
ϕ(4)(xN−1 + θN−1h)

ϕ(4)(xN + θNh)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

��� ����'� #�$��� �!' ��� %'$$'.� + ���#����* '���#,"��' ) �� ���
�������3� ��*'��� & �#7 ��� ,�*�'# εh(ϕ) ��*'��� :��"$$�#: 5��*"���
'% ��� %"*�'# h26) ���#�%'#�7 ' � ��  "��#"$$- $�� �' ������� �� " � �'
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 �������������� �� ���� ��

��& � ��� %'$$'.� + 
������� ��	����7 "��'*�"��� .��� ��� �'� �"#-�
,"$�� !#'�$�� *'##��!' �� + �' �������3� hH ��
 � ����	� uk ∈ �N

����� �� � �	����	� 	� ��� ������ ������	�

Ahuh = bh.

�� *" �� ��'. ��"� �% %� *��' c ��  ' � �+"��,�7 ��� ��� ���*#���
!#'�$�� Ahuh = bh �"� ' $- ' � �'$���' 7 " � ��� ����'� *' ,�#+��
"� ��� �������3� h �� �� �' 3�#'7 ��"� ��7 ��� ,�*�'# uh − ϕh �� �� �'
3�#') �% %� *��' c ��  ' � �+"��,�7 ��� ��� �"�#�4 Ah �� " 
��"�#�4
5�-����#�*7 ��"+' "$$- �'�� " � .���  ' !'����,� '<���"+' "$�6)

��(��� . 	 $����	�,�/	
	��	 �	� �� +�
 � .3��,�#	�������

1�����
��2���	 !
���	#� ��� !"#��"$ ��<�#� ��"$ �(�"��' −Δu(x) =

f(x) %'# x ∈ Ω7 .��#� Δ = ∂2

∂x2
1

+ ∂2

∂x2
2
7 �� *"$$��  	���	�!� ������	�7 '#

"������!� ������	� �% f = 0) ��� '!�#"�'# Δ �� *"$$�� ��� "��������)
��� Γ �� '�� ��� �'� �"#- '% Ω) ��# !#'�$�� �� ��"� '% & �� + "
%� *��' u : Ω→ � .��*� �� ��� �'$���' '%

{ −Δu(x) = f(x) x ∈ Ω
u(x) = g(x) x ∈ Γ

��� � / '. %� *��' �"� �' �"���%- ��� �	��
��
 �	�
���	� u = g
' Γ)

�� *" �� !#',�� ��"�7 �% ��� �"�" f " � g7 "� .�$$ "� ��� �'� �"#-
Γ7 "#� ��;*�� �$- ��''��7 ��� ��� !#'�$�� �"� " � �(�� �'$���' 7 *' �
�� �'�� � Ω " � �.�*� *' �� �'��$- ��<�#� ��"�$� � Ω) ��� ϕ �� '��
��� �'$���' )

�� � ��� ' ������ ��' "$ *"��7 ��� ������
�������� ����	
 !#'�
,���� " "!!#'4��"��' '% ��� �'$���' "� " �����  ����# '% !'� �� '%
��� '!� #�+�' Ω) �' '��"� ��7 .� &#�� ��� �! " ����	�� ���� '% ���
!$" �7 ���  '��� ��� + ��� !'� �� (ih, jh)7 i, j ∈ Z) ��� Ωh �� ��� ���
'%  '��� '% ��� ���� ��$' +� + �' Ω7 " � $�� Γh �� ��� ��� '% !'� ��
'% ��� !$" � .��*� %"$$ ' ��� � ��#��*��' '% ��� �'� �"#- Γ " � ���
�'#�3' �"$ " �I'# ,�#��*"$ $� � '% ��� ����)

��� ���*#��� !#'�$�� *' ����� '% & �� + " ����	������	� 	� ��� �	�
����	� �� ��� �	���� 	� Ωh) �� " &#�� ���!7 ��� !'� �� "#�  ����#�� %#'�
$�%� �' #�+�� " � %#'� �'! �' �'��'�) �$��'�+� "�!#�'#� �� �"- ����
��"� ��� '#��# � .��*� ����� !'� �� "#�  ����#�� �� '%  ' !"#��*�$"#
��+ �&*" *�7 � %"*� �� !$"-� " %� �"�� �"$ #'$� � ��� !#"*��*"$ �'$��
��' '% ��� "��'*�"��� ���*#��� !#'�$��) ��� &#�� ���! '% ��� ����'�
*' ����� '% '��"� � + " "!!#'4��"�� �4!#����' %'# ��� �"!$"*�" "�
���  '��� P ∈ Ωh �- #�!$"*� + ��� !"#��"$ ��#�,"��,�� .��� "!!#'!#��
"�� :& ������<�#� *�: (�'��� ��) ��� P �� " !'� � '% Ωh7 " � $�� Pi7
1 ≤ i ≤ 47 �� ��� %'�# !'� �� '% ��� ��� Ωh ∪ Γh .��*� "#� ��� *$'��
���  ��+��'#� � ��� %'�# ��#�*��' �) �% ��� %'�# !'� �� �",� ��� �"��
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 ������������ � ���� ��

����" *� %#'� P 7 ��� .� *" .#���

Δhu(P ) =
u(P1) + u(P2) + u(P3) + u(P4)− 4u(P )

h2
.

��� %'#��$" +�,� "�',� �� '%�� *"$$�� ��� �����	��� ����	�����
��	� '% ��� �"!$"*�" '!�#"�'#) � *� ��� �"!$"*�" "!!#'4��"��' �"�
��� ��& ��7 ��� 
������� ��	����7 "��'*�"��� .��� ��� �'� �"#-�,"$��
!#'�$�� ��� + *' ����#�� " � ��� *�'�� ����7 *' ����� '% & �� + "
%� *��' uh ��& �� ',�# ��� ���*#��� ��� Ωh ∪ Γh ��*� ��"�{ −Δhuh(P ) = f(P ) P ∈ Ωh

uh(P ) = g(P ) P ∈ Γh

�%��# *�''�� + " ��������� '% ���  '��� '% Ωh7 ��� �.' !#�,�'��
#�$"��' � �"- �� .#���� "� " ������ �
����

Ahuh = bh ,

��� ,�*�'# uh �",� + "� ��� *'�!' � �� ��� ,"$��� uh(P )7 P ∈ Ωh)
	'��*� ��"� ��� �"�#�4 Ah �� " �!"#�� 
��"�#�4)

��4� �����
���
�� . 	�
�

���� ��*��' ���*#���� ��� �"��* $� �"#�"$+��#" �''$� ��"� B#���" 
�� "$) F��' ��G7 " � ��# �� "$) F�G ��,�$'!�� �' " "$-3� �"��-":� !#��
*' ����' �#�) ����� !#�*' ����' �#� "#� %'# 
��"�#�*��7 �)�) �"�#�*��
.��*� "#� �-����#�*7 ��"+' "$$- �'�� " � 5��� ��� '% �"*� #'. ��
 ' � �+"��,�67 .�'�� '<���"+' "$� "#� "$$  ' !'����,�)

9�� " !#�*' ����' �#B �� ���� � ��� �' E�+"�� B#"��� � ����'�7
���  ����# '% ���#"��' � �� !#'!'#��' "$ �' ��� �(�"#� #''� '% ��� #"��'
���.�� ��� �4�#��� & ��� +� �#"$�3�� ��+� ,"$��� '% ��� !"�# (A, B)7
��& �� ��$'.)

���������� 2)?)2� ���  ����# λ �� " & ��� +� �#"$�3�� ��+� ,"$��
'% ��� �"�#�4 !� *�$ (A, B) �% ���#� �4���� " ,�*�'# x ��*� ��"� Ax =
λBx " � Bx �= 0) 9� �� '�� ��� ��� '% & ��� +� �#"$�3�� ��+� ,"$���
�- λf (A, B))

�� *�%'#��7 .�� �,�# .� #�%�# �' " ��+� ,"$�� '% " �"�#�4 !� *�$7
.� ��" " & ��� +� �#"$�3�� ��+� ,"$��)

�' �'� � ��� "�'� � '% .'#/ � ��� �#�*' ����' �� �' E�+"��
B#"��� � ����'�7 .�  ��� �' �'� � ��� ��� & ��� ��+� ,"$��� '% (A, B))
9�  ��� �' !#',� �.' �'� ��H " �!!�# �'� � ' max λf (A, B) " � "
$'.�# �'� � ' min λf (A, B)) 9� .�$$ !#',� ��� �!!�# �'� � ��#�*�$-
" � ��� $'.�# �'� � �- !#',� + " �!!�# �'� � ' max λf(B, A) =

1
minλf (A,B)

)

��� �"� �''$ ��"� .� ��� �' �'� � λf(A, B) �� ��� �'�*"$$�� ����	��
'% (A, B)7 .��*� �� ��� ��"$$���  ����# τ ��*� ��"� τB−A �� !'����,�
������& ���7 σ(A, B) = min{τ : τB − A �� !'����,� ������& ��� })
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�% ���#� ��  ' τ %'# .��*� τB − A �� !'����,� ������& ���7 .� �"/�
σ(A, B) =∞)

	�

� 2)?)0� #$���	�� "���� F��7 ����" A)AG%& '� λ ∈ λf(A, B)
����� ( �� �	������ ����
������ ��
 (A) ⊆ (B)) ���� λ ≤ σ(A, B)*

9� ��� ���� $���" �' & � �!!�# �'� � %'# max λf(A, B)) 9�� �
�,�# .� & � " ,"$�� α ��*� ��"� αB − A �� !'����,� ������& ���7 .�
*' *$��� ��"� α ≥ σ(A, B)7 " � ���#�%'#� α ≥ λf (A, B))

� � ."- �' !#',� ��"� " �"�#�4 �� !'����,� ������& ��� �� �' �!$�� ��
� �' " ��� '% �"�#�*�� " � !#',� ��"� �"*� ��#� �� !'����,� ������& ���)

	�

� 2)?)=� #$�������� "���� F��7 ����" A)?G%& "�� Q = Q1 +
Q2 + ... + Qm) ����� Q1, Q2, ...Qm ��� ��� �	������ ����
������* +���
Q �� �	������ ����
������*

��� " "$-��� '% �"��-":� !#�*' ����' �#� #�$��� ' " �!�*�&* �!$���
�� +7 .��#� ��� +#"!� '% A �� �!$�� � �' � ��,���"$ ��+�� " � ��� +#"!�
'% B � �' !"���) ��� GA �� ��� � ��#�*��� .��+���� +#"!� � ��#$-� +
−A " � GB ��� +#"!� � ��#$-� + −B) ��# �� "$) ��'. ��"� .����
'�� $'�� '% +� �#"$��-7 �'�� A " � B �",� 3�#' #'. ����) ���#�%'#�
��� +#"!� ��#�*��#� " � ��+� .��+��� ����#�� � ��� �"�#�*�� �4"*�$-7
�� *� "$$ ��� ,�#��4 .��+��� "#� 0) �% ��� '<���"+' "$ �$��� �� '% A " �
B "#� "$$  �+"��,�7 ��� ��� ��+� .��+��� � GA " � GB "#� !'����,�)
�"��-" " � B#���" J 
�$$�# � ��#!#�� ��*� +#"!�� "� #������,�  ���
.'#/� .��#� ��� ��+� .��+�� �� ��� *' ��*�" *� '% " #�����'#) ���-
�!$�� τB−A � �' (τB1−A1)+(τB2−A2)+ ...+(τBm−Am) ��*� ��"�
�"*� Ai *'##��!' �� �' �4"*�$- ' � ��+� � GA " � �"*� Bi *'##��!' ��
�' " ���!$� !"�� � GB) �'�� ��� Ai:� " � ��� Bi:� �",�  ' !'����,�
'<���"+' "$� " � 3�#' #'. ����) �"*� Ai #�!#��� �� ��� � ��#� .��+��
'% ' � ��+�7 " � �"*� *'##��!' �� + Bi #�!#��� �� " !"�� ��"� *" *' �
�"� %#"*��' � '% ��+� .��+���) ��� � �!'� �� '% ��� !"�� #�!#��� ���
�- Bi "#� ��� � �!'� �� '% ��� ��+� #�!#��� ��� �- Ai) 9� .�$$ ��& �
��� �	������	� '% " ��+� � A "� ��� #"��' ���.�� ��� .��+�� " � ���
.��+�� '% ��� �� ��"$ .��+�� '% " ��+� � ��� *'##��!' �� + !"�� � 
B) ��� 
�����	� '% " ��+� � A .�$$ �� ��& �� "� ��� $� +�� '% ���
*'##��!' �� + !"�� � B)

	�

� 2)?)A� #�	������	��,�����	� �����%& "�� GA �� ��� ��
���
�
��� ����� 	� � �
������� ������ * "�� {Ae} �� ��� �������� ������
������� ���� �
�� �� A ���� ���� A =

∑
e Ae* "�� {Be} �� ��� ��������

������������ ����� ����� ����	�� ��� Ae!� #��� ������� 	� ��� �
��� ��
��� Be!� ��
 �� � ������	� 	� ��� �
���! ������� �� GA%* "�� B =

∑
e Be)

����� GB �� � �������� 	� GA #���� �
�� �� GB ��� ��� ���� ������
�� ��� �	�����	�
��� �
�� �� GA%* "�� αe �� ��� �	������	� 	� ��� ����
����	����� �
�� i) ��
 ��� βe ��� 
�����	�* +��� maxe{αeβe}B − A ��
�	�������
������*

���� ����" +�,�� " �'� � '% max{αeβe} ' σ(A, B))
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� ��*"�� "+' �#",� �"��-" !#'!'��� " � �#�+�� + %"��$- '% !#��
*' ����' �#� %'# 
��"�#�*�� F��G) �� !#��� ��� ��� ���"� � " �*�� �
��&* ����� + ���  �,�# !��$����� " !"!�# ' ��� �'!�*) ��� !#�*' �
����' �#� .�#�  �,�# ��!$��� ��� '# ������ �4!�#��� �"$$-) 9� �",�
��!$��� ��� �"��-":� !#�*' ����' �#�) 9� �4!�#��� �"$$- *'�!"#�
��� �<�*��,� ��� '% �"��-":� !#�*' ����' �#� �' ��"� '% � *'�!$����
%"*�'#�3"��' !#�*' ����' �#�7 � *$��� +  '�&$$ " � �#'!��'$�#" *� !#��
*' ����' �#�7 �'�� �'��&�� " � � �'��&��) ��# #���$�� � ��*"�� ��"�
�"��-":� !#�*' ����' �#� "#� '%�� ��!�#�'# �' � *'�!$����%"*�'#�3"��' 
!#�*' ����' �#�)

�"��-" !#'!'��� *' ��#�*�� + " !#�*' ����' �# M %'# " �-����#�*

��"�#�4 A �- �#'!!� + '<���"+' "$  ' 3�#'� %#'� A " � %"*�'#� +
M 5*'�!$���$-6) K'� B�$��#� *'� �� ��� ��#� �	������ ����	������	�
	� ���	������ �������� �' ���*#��� ��*� !#�*' ����' �#�7 "� '!!'��� �'
*' ,� ��' "$ � *'�!$��� %"*�'#�3"��' � '% ��� *'�!$��� �"�#�4) �"��-"
!#'!'��� " �'!�����*"��� �#'!!� + "$+'#���� ��"� �"$" *�� ��� "�'� �
'% &$$ � M .��� ��� *' ����'  ����# '% ��� !#�*' ����' �� �"�#�4
M−1/2AM−1/2) ��#�"!� ��� �'�� #��"#/"�$� "�!�*� '% �"��-":� !#��
*' ����' �#� �� ��"� %'# �" - *$"���� '% 
��"�#�*��7 ��� *' ����'  ���
��# '% ��� !#�*' ����' �� �"�#�4 ��!� �� ' $- ' ��� ��3� '% A " � ��
� ��!� �� � '% ��� *' ����'  ����# κ(A) '% A)

�"��-":� !#�*' ����' �#� .'#/ ' �!"#�� 
��"�#�*�� 5�-����#�*
��"+' "$$-��'�� " � �"�#�*�� .���  ' !'����,� '<���"+' "$�6) B�,� 
" !"#"����# t7 ��� ����'� .'#/� �- *' ��#�*�� + " �"4���� �!" �
 � + �#�� T '% GA " � �!$���� + T � �' #'�+�$- t *'  �*��� *'�!' � ��
'% #'�+�$- ��� �"�� ��3�) ��� ����'� ��� "��� ��� ��",���� ��+� � 
GA ���.�� �,�#- !"�# '% ����#��� �% ���#� �� " ��+� ���.�� ���� � 
GA) �% ���#� "#� ���� " � ' � '% ��� *" ���"�� ��+�� �� � T 7 ��� ����
��+� �� "����)

� $"#+� ,"$�� %'# ��� !"#"����# t #���$�� � " ��"$$ *' ����'  ���
��#7 " � �� *� *' ,�#+� *� � " ��"$$  ����# '% ���#"��' �7 "� ���
�4!� �� '% ��+ �&*" � &$$ � ��� %"*�'#� '% M ) 5� !"#��*�$"#7 t = n7
.��#� n �� ��� ���� ��' '% A7 $�"�� �' M = A)6 ��$$ � ��� %"*�'#�
�$'.� �'. ��� %"*�'#�3"��' '% M " � �$'.� �'. �"*� ���#"��' ) �

�
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��"$$ t ' ��� '���# �" �7 -��$�� " ��+��# *' ����'  ����# ��� �!"#��#
%"*�'#�)

�"��-" ��"��� 5.���'�� " !#''%L %'# " !#''%7 ��� F(G6 ��"� %'# " -
n��-�n 
��"�#�4 .��� m  ' 3�#'�7 t = 1 -��$�� " *' ����'  ����#
κ = O(mn)) ��� *' ��#�*��' '% ��*� " !#�*' ����' �# *'��� ' $-
O(m + n log n) .'#/ " � ��� %"*�'#�3"��' *'��� ' $- O(m) .'#/) �'#
+� �#"$ �!"#�� 
��"�#�*�� .��� " *' ��" � �'� � ' ���  ����# '%
 ' 3�#'� !�# #'.7 ��� '!���"$ ,"$�� '% t �� "#'� � n1/47 .��*� -��$��
" �'�"$ �'$���' ���� 5*' ��#�*��' 7 %"*�'#�3"��' 7 " � ���#"��' �6 '%
O(n1.75)) �'# 
��"�#�*�� .�'�� +#"!�� "#� !$" "#7 ��� �'�"$ �'$���' 
���� �� ' $- O(n1.2) .�� t �� *�'�� "!!#'!#�"��$-)

9� �",� �,"$�"��� �"��-":� !#�*' ����' �#� �- �4!�#��� �"$$- *'��
!"#� + ����# !�#%'#�" *� �' ��"� '% �#'!��'$�#" *� � *'�!$������'$��/-
!#�*' ����' �#� 5���67 � ��� *' ��4� '% " *' E�+"�� +#"��� �� ���#"��,�
�'$,�#) �'�� %"��$��� '% !#�*' ����' �#� "**�!� " !"#"����# ��"� � �
��#�*�$- � 8�� *�� ��� �!"#���- '% ��� !#�*' ����' �#H t � ��� *"�� '%
�"��-" " � ��� �#'! �'$�#" *� � ��� *"�� '% ���)

� '#��# �' %"�#$- *'�!"#� ��� �.' %"��$��� '% !#�*' ����' �#�7 .�
"$."-� *'�!"#� ��� !�#%'#�" *� '% !#�*' ����' �#� '% �(�"$ ��3�7 ��"�
��7 !#�*' ����' �#� ��"� �"/� �! #'�+�$- ��� �"�� "�'� � '% ���'#-)
���!� + ��� "�'� � '% ���'#- &4�� ��" � ��"� �% ' � !#�*' ����' �#
&�� .���� �"� ���'#- �' �'�� ��� '���#7 �� ��!$��� ��"� !#�*' ���
��' � + '!�#"��' � 5�'$,� + Mz = r � �,�#- ���#"��' 6 �"/� "�'�� ���
�"�� "�'� � '% ����7 " � �� ���"$$-7 ���  '� "$."-�7 $�"�� �' �����
$"# %"*�'#�3"��' �����) � �" - '% '�# �4!�#��� �� ��� %"*�'#�3"��' 
����� '% �"��-":� !#�*' ����' �#� "#� ��+ �&*" �$- ��+��# ��" ��'�� '%
� *'�!$����%"*�'#�3"��' !#�*' ����' �#� �,� .�� �'�� �",� ����$"#
"�'� �� '% &$$) 9� �4!$"� ���� !�� '�� ' � ��*��' 0)=)=)

��# �"� & �� +� "#� ��"� �"��-":� !#�*' ����' �#� �*"$� �����#
" � "#� �'#� �<�*��,� ��" � *'�!$����%"*�'#�3"��' !#�*' ����' �#� ' 
$"#+� 0� �$$�!��* !#'�$��� .��� 	���"  �'� �"#- *' ����' �) � !"#�
��*�$"#7 ' ��*� �"�#�*�� �"��-" �� �'#� �<�*��,� ��" �#'!��'$�#" *�
�'��&�� � *'�!$��� ��'$��/- !#�*' ����' �#� 5
���6) 5��� � �'���
&�� !#�*' ����' �#� .�#� "$."-� .'#�� ��" 
��� � '�# �4!�#��� ��)6
�"��-":� !#�*' ����' �#� "#� "$�' �'#� #'���� ' � ��'�#'!�* !#'�$���
��" ��� !#�*' ����' �#�) �"��-":� !#�*' ����' �#� "#� "$�'�� � "%�
%�*��� �- ��� �'� �"#- *' ����' �7 ��� ��� !#�*' ����' �#� "#� �'#�
�<�*��,� ' 	���"  �'� �"#- *' ����' � ��" ' ��#�*�$��) �"��-":�
!#�*' ����' �#� *' ,�#+� "� ����$"# #"��� �' 
��� ' ��#�*�$�� !#'��
$���7 ��� ���- �"/� $' +�# �' *' ��#�*� " � %"*�'#) �"��-":� !#�*' ���
��' �#� �'  '� "!!�"# � '�# �4!�#��� �� �' �� �<�*��,� ' =� !#'��
$���) �� "$$-7 ��� �*"$� + ���",�'# '% �"��-":� !#�*' ����' �#� ' 0�
!#'�$��� ��'.� ,�#- �$'. +#'.�� � ���  ����# '% ���#"��' � "� ���
!#'�$�� +#'.�7 �$'.�# ��" ��"� '% " - '% ��� ��� !#�*' ����' �#�)
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��� #��� '% ���� !"!�# �� '#+" �3�� "� %'$$'.�) ��*��' 0)0 ���*#����
��� ���'#- '% �"��-":� !#�*' ����' �#� " � '�# ��!$��� �"��' '% ����)
��*��' 0)= ���*#���� ��� ����!7 ����'�'$'+-7 " � #���$�� '% '�# �4!�#�
��� ��) 9� ����"#�3� '�# *' *$���' � � ��*��' 0)A)

���� 2�����5� !
	���������	
�

������ . 	�
� ��� �����
������� � ���� ��*��' .� ���*#���
��� !#�*' ����' �#� ��"� �"��-" !#'!'��� " � ��� "$+'#����� ��"� .�
���� �' *' ��#�*� ����) �"��-":� ����'� *' ��#�*�� " !#�*' ����' �#
M .�'�� � ��#$-� + +#"!� GM �� " ���+#"!� '% GA) ��� +#"!� GM '%
��� !#�*' ����' �# �"� ��� �"�� ��� '% ,�#��*�� "� GA " � " ������ '%
��� ��+�� '% GA) 5��� � ��#$-� + +#"!� GA = (VA, EA) '% " n��-�n
�-����#�* �"�#�4 A �� " .��+���� � ��#�*��� +#"!� .�'�� ,�#��4 ��� ��
VA = {1, 2, . . . , n} " � .�'�� ��+� ��� �� EA = {(i, j) : i �= j " � Ai,j �=
0}L ��� .��+�� '% " ��+� (i, j) �� −Ai,j )6

��� � !�� �' ��� "$+'#���� �� " n��-�n 
��"�#�4 A7 .��� 2m '<�
��"+' "$  ' 3�#'� " � " !"#"����# t) 9� ��+� �- & �� + " #''���
�"4�����.��+�� �!"  � + �#�� T � GA) 9� ��*'�!'�� T � �' " ���
'% k *'  �*��� ���+#"!�� V1, V2, . . . Vk ��*� ��"� �"*� Vi �"� ���.�� 
n/t " � (dn/t)+1 ,�#��*��7 .��#� d �� ��� �"4��"$  ����# '% *��$�#� 
��"� ,�#��*�� � T �",�) 9� %'#� GM �- "��� + �' T ��� ��",���� ��+�
���.�� Vi " � Vj %'# "$$ i " � j) 9� "��  '��� + �% ���#� "#�  ' ��+��
���.�� Vi " � Vj '# �% ��� ��",���� ��+� �� "$#�"�- � T ) ��� .��+��
'% " ��+� (i, j) � GM �� ��� .��+�� '% ��� �"�� ��+� (i, j) � GA)
9� "���+ .��+�� �' " ��$% $''! (i, i)7 .��*� *'##��!' �� �' " ��"+' "$
�$��� � Mi,i7 �' ��"� ��� #'. ���� � M " � � A "#� ��� ��*"$) ���
!#�*' ����' �# M �� ��� �"�#�4 .�'�� � ��#$-� + +#"!� �� GM )
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⎡
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12 −2 −5 −4
−2 13 −5 −6
−5 −5 17 −6 −1

−6 8 −2
−4 −1 12 −3 −4

−6 −2 −3 16 −5
−4 −5 15 −6

−6 6
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����#��� '%  �"#$- �(�"$ ��3�7 ��� .� "#�  '� "."#� '% " "$+'#���� ��"�
�'�� �') ������������� ���� " +$'�"$ "##"- s '% n � ��+�#�7 .��#� si ��
� ���"$�3�� ��%'#� ��� &#�� *"$$ �' ������������� �' �� ���  ����# '%
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M *'��� �H si =  ����# '% ,�#��*�� � ��� ����#�� #''��� "� i
si ← 1
%'# �"*� *��$� j '% i

�% 5sj > n/t + 16
�������������5j6

�% 5sj ≥ n/t6
%'#� "  �. ����#�� #''��� "� j
���*'  �*� j %#'� i

�$��
si ← si + sj
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�#�� �� �!$�� "!!#'!#�"��$- " � ��"� ���  ����# '% ,�#��*�� � ��� ����#��
*' �"� � + i �� si) ��� *$"�� �� '�,�'��$- �#�� %'# $�",�� �� *� si �� ���
�' 1) ��!!'�� ��"� ��� ���+�� '% ��� �#�� #''��� "� i �� h " � ��"� ���
*$"�� �� �#�� %'# h′ < h) �$�"#$-7 ��� ���+�� '% ��� �#��� #''��� "� " *��$�
j '% i �� ��"$$�# ��" h) �'# �"*� *��$� j7 �% .� *"$$ �������������5j67
��� �- � ��*��' "$$ ��� ����#��� ��"� "#� %'#��� � ���� ��� #�*�#��,�
*"$$ �",� ��� #�+�� ��3�� " � sj �� ��� �' ��� ��3� '% ��� ����#�� ��"�
#��"� � #''��� "� j) ���#�%'#�7 .�� .� ���� .�����# sj �� +#�"��# '#
�(�"$ �' n/t7 sj �� *'##�*� " � �� "� �'�� (dn/t) + 1) �% sj ≥ n/t7 ��� 
��� ����#�� #''��� "� j �"� " ,"$�� ��3� �' .� *" %'#� "  �. ����#��)
����#.���7 �� �� �'' ��"$$ " � .� $�",� �� *'  �*��� �' i " � "�� ���
��3� �' si) 9�� �������������5i6 ��#�� "���7 si �� ���#�%'#� *'##�*�
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sj > (dn/t) + 17 ��� ����#��� �� � �' ��+ �&*" �$- ��<�# � ��3�) �%
.� �"/� ��� #�*�#��,� *"$$ ' $- .�� sj > n/t + 17 ��� ��� "$+'#����
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root root

added edge

M =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

10 −5 −4
11 −5 −6

−5 −5 16 −6
−6 6

−4 8 −4
−6 11 −5

−4 −5 15 −6
−6 6

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

��
��� ������ ��� �#�� %#'� ��+�#� 0)0)2 !"#����' ��
5�'! $�%�67 " � ��� +#"!�GM '% ��� �"��-" !#�*' ����' �#
5�'! #�+��6) ��� �#�� ."� !"#����' �� ��� + ����������
���� .��� t = 4) �.' ��+�� ��"� *'  �*� ��� 3 ����#���
"#� "$#�"�- � ��� �#��L �' *'�!$��� ��� !#�*' ����' �#
.� "���� ' � �'#� ��+�7 ��� ��",���� ���.�� ��� ����
�#��� ��"� "#�  '� *'  �*��� �- " �#�� ��+�) ��� �"�#�4
' ��� �'��'� �� ��� !#�*' ����' �# M ����$%)

���+#"!��) � ��� '���# �" �7 �"/� + ��� #�*�#��,� *"$$� ' $- .�� 
sj > (dn/t)+1 �-!�*"$$- $����� ���  ����# '% ���+#"!�� ��"� ��� +#"!�
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� ��#�*�$- "<�*�� ��� �!"#���- '% ��� !#�*' ����' �#) � �"��-":� !#�*' �
����' �# ��� !"#"����# t "<�*�� ���  ����# '% ���+#"!�� ��"� ��� �#��
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9� "$."-� *'�!"#� !#�*' ����' �#� .��� ����$"# $�,�$� '% &$$) ���
"�'� � '% ���'#- #�(��#�� �' #�!#��� � ��� %"*�'#� '% ��� !#�*' �
����' �# �� !#'!'#��' "$ �' ���  ����# '%  ' 3�#'� � ��� %"*�'#) � 
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!#�*' ����' �# �� "�'�� �.�*� ���  ����# ηL '%  ' 3�#'� � ��� %"*�'#
L '% ��� !#�*' ����' �#) �� *�7 ���  ����# '%  ' 3�#'� �� " ��#' +
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 ����# '%  ' 3�#'� � ��� %"*�'#�) ��� !#'+#"� & �� ��� !"#"���
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%#'� ��� ����#�� ,"$��) ��� !#'+#"� !�#%'#�� ��� ���#"��,� �'$���' 
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' $-) 9� *"##- '�� ����� �� "#- ��"#*��� ' $- � '#��# �' *'�!"#� ���
�.' %"��$��� '% !#�*' ����' �#� %"�#$-) � � � ���# .'�$� ���!$- ��� "
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�� ����,� �' ��� � ��#"*��' ���.�� ��� �$��� "��' '#��#� + " � ��� ���
#�*��' '% ��#' + � 8�� *��) ��+�#� 0)=)A ��'.� ��"�  "��#"$$-�'#��#��

��� *' ,�#+�� %"���# %'# ' � ��#�*��' '% ��#' + � 8�� *� ��" %'# ���
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#"��' 1 �� 13089 ��*' ��7 '������ ��� �*"$� '% ��� +#"!�
5&$$ #"��' 1 ���� "  '�&$$ '#��#� +6)

2) �"��-":� !#�*' ����' �#� "#� #'���� .�� ���� �' �'$,� $� �"# �-��
���� "#��� + %#'� & ������<�#� *�� ���*#���3"��' � '% 0� �$$�!��*
!#'�$���) ����# *' ��#�*��' " � *' ,�#+� *� "#�  '� "<�*���
�- ��� �'� �"#- *' ����' �) ���- �<�*��,�$- " � "��'�"��*"$$-
�4!$'�� � ��'�#'!-) ���- "#�  '� "<�*��� �- ��� '#�+� "$ '#��#� +
'% ��� � / '. �) � "$$ '% ����� #��!�*��7 ���- "#� �����# ��" 
"$$ ��� �#'!��'$�#" *� !#�*' ����' �#� ��"� .� �",� ������)

0) � �'�� '% ����� 0� !#'�$���7 �"��-":� !#�*' ����' �#� $�"� �'
%"���# �'$���' ����� ��" "$$ ��� ��� !#�*' ����' �#�7 � *$��� +
�'��&�� ���) �!�*�&*"$$-7 �"��-":� !#�*' ����' �#� "#� %"���# ' 
0� !#'�$��� .��� 	���"  �'� �"#- *' ����' �)
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��� !#�*' ����' � ' =� !#'�$���)

A) �"��-":� �"4������!"  � +��#�� !#�*' ����' �#� "#� �!"#��# ��" 
���516 !#�*' ����' �#�7 ��� ���- *' ,�#+� �'#� �$'.$-) 9� #�*�
'��� � �'�� &$$ � �"��-":� !#�*' ����' �#�) � '���# .'#��7
",'�� M1)

�"��-":� !#�*' ����' �#� #�(��#� ��+��(�"$��- �!"#����"�#�4 '#��#� +
" � %"*�'#�3"��' *'���) ��� ���� �' *' ��#�*� ��� !#�*' ����' �#� ��
�-!�*"$$- � ��+ �&*" �7 �' " !"#"$$�$ '#��#� +7 %"*�'#�3"��' 7 " � �#�" �
+�$"# �'$,�# ��'�$� � "�$� ��� "!!$�*"��' �' �4!$'�� ��$��!$� !#'*���'#�
5�,� �% ��� *' ��#�*��' '% M ��  '� !"#"$$�$�3��6)

��# *'�� �� !��$�*$- ","�$"�$�) �� � *$���� " ���#"��,� �'$,�#7 ���
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9� #�*'��� � ��"� �"��-":� !#�*' ����' �#� �� � *'#!'#"��� � �'
�'%�."#� $��#"#��� ��"� '<�# ���#"��,� $� �"# �'$,�#�7 �� *� � �'�� *"���
���- "#� *$�"#$- ��!�#�'# �' ��� .���$- ���� � *'�!$����%"*�'#�3"��' 
!#�*' ����' �#�)

9� ��$��,� ��"� �"��-":� !#�*' ����' �#� "#� .'#��- '% %�#���# � �
,����+"��' ) �#� ���#� �<�*��,� �"��-"�$�/� !#�*' ����' �#� %'# =� !#'��
$���O �#� ���#� �!�*�&* �"4���� �!"  � + �#��� %'# !#'�$��� .���
*' ��" � *'�;*�� �� ��"� $�"� �' %"���# *' ,�#+� *�O �" .� �� �&�
%#'� ��"#�� + %#'�  �"#��"4��"$ �!"  � + �#��� .��� �����# *'��� "�
�'#�"$ ��#�*��#�O �'. *" .� �4�� � �"��-":� !#�*' ����' �#� �' �'#�
+� �#"$ *$"���� '% �"�#�*��O
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9� !#�*' ����' �#�) ���- ��'. ��"�
�% u = V w7 .��#� u �� n��-�1 " � V �� n��-�k7 ��� σ(uuT , V V T ) ≤
wTw) ��# ��#"��+- �� �' #�!#��� � A "� " ��� '% #" /�1 �"�#�*��
A =
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k=1 uku

T
k 7 .��#� �"*� #" /�1 �"�#�4 *'##��!' � �' ' � ��+� '%
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�' ��� .�$$�������� !#'�$�� '% & �� + " �"4�����.��+�� �"��� '% ���
�"�#'��) ��"� �� .�- ��� !#�*' ����' �#� "#� *"$$�� �"4�����.��+���
�"��� !#�*' ����' �#�) �� �� .'#�� !'� �� + '�� ��"� �% A �� " 
��"�#�47
��� �"4�����.��+�� �"��� �� ���!$- " �"4���� �!"  � + �#��)

���� *�"!��# ��'.� ��"� 4mn �'� �� ��� *' ����' � ����# '% 
9�
!#�*' ����' �#�) 9� ��'. ��� �'� � � �.' ���!�) 9� �'� � ��� $'.�
��� ��+� ,"$�� .��� 1 ��� + ��� %"*� ��"� A " � M "#� �-����#�* " �
��"+' "$$- �'�� " � " � ��"� GM �� " ���+#"!� '% GA) 9� �'� � ���
��+���� ��+� ,"$�� .��� 4mn ��� + ��� �'�" ��� �#�*/�' $���"7 ���
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9� !#��
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� ���"�7 .� ��,�$'!�� " �'!�����*"��� �"�" ��#�*��#� ��"� "$$'.� �� �'
!�#%'#� ��� � ��!� �� *� ����� (��*/$-) ��� *'##�*� ��� '% '�# ����'�
#�$��� ' ��� " "$-��� '% ��� ��#�*��#� '% GM ) ��# ����'� �� " "!!$��
*"��' '% �"#E" :� !"���*'�!#����' ����'� F�"G)

"��� 1������� � 	 �#���	�� -��	�
���	

���� *�"!��# " "$-3�� " *�#�"� *$"�� '% !#�*' ����' �#� %'# ��"+' "$$-�
�'�� " � �-����#�* �"�#�*��) ��� +#"!� GM '% ��� !#�*' ����' �# M
�� " ���+#"!� '% ��� +#"!� GA '% A7  ' 3�#' '<���"+' "$� � M �",�
��� �"�� ,"$��� "� � A7 " � ��"+' "$ �$��� �� � M "#� ��� �! � 
" ."- ��"� !#���#,�� " +� �#"$�3�� #'.���� !#'!�#�-) �'# ���� *$"��
'% !#�*' ����' �#�7 .� !#',� ��"� ��� ��"$$��� ��+� ,"$�� '% ��� !� *�$
(A, M) �� "� $�"�� 1) ��"� ��7 λmax(M, A) ≤ 1)

��� !#�*' ����' �#� ��"� .� " "$-3� ���� !#���#,� ��� +� �#"$�3��
#'.����� ��"� .� ��& � ��$'.)

���������� =)2)2� ��� �	�������� '% #'. i '% �"�#�4 A �� Aii −∑
i�=j |Aij|)
9� " "$-3� !#�*' ����' �#� .�'�� #'. .��+��� �(�"$ ��� #'. .��+���

'% A) �% ��� #'. .��+��� "#�  ' 3�#'7 .� ����#"*� %#'� �'�� A " � M
" ��"+' "$ �"�#�4 D �' ��"� ��� #'. .��+��� � A−D " � M −D "#�
"$$ 3�#') �$�"#$-7 �% (A − D) − (M − D) �� !'����,� ������& ���7 ��� 
A −M �� !'����,� ������& ���) ����7 .� *" "����� .���'�� $'�� '%
+� �#"$��- ��"� ��� #'. .��+��� � A " � M "#� 3�#')

���  �4� $���" !#',�� ��"� ��� ��"$$ ��+� ,"$�� '% ��� !� *�$ �� "�
$�"�� 1)
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��� ����� �� � �������� 	� GA) ��
 ��	��
�	��������� ��� ��� ���� �� A!�) ���� λmax(M, A) ≤ 1*

������ ��� ��!!'#� $���" ��'.� ��"� �% A−M �� !'����,� �����
��& ���7 ��� λmax(M, A) ≤ 1) A " � M �",� ��� �"�� #'. .��+���7

aii −
∑
i�=j

|aij | = mii −
∑
i�=j

|mij|

�'

aii −mii =
∑
i�=j

|aij | −
∑
i�=j

|mij| =
∑
i�=j

(|aij| − |mij|) .

��� �"�#�4 M �"- *' �"� 3�#'� � !'����' � .��#� A *' �"� �  ' �
3�#'�7 ��� "$$ '% M :�  ' �3�#'� "#�  ' �3�#'� � A 5.��� ��� �"��
,"$���6) �� *�

aii −mii =
∑

mij=0

|aij| =
∑
i�=j

|aij −mij | ,
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������& ��� 5���7 %'# �4"�!$�7F"7 ���'#�� A)CG6)

9� .�$$ �� "�$� �' !#',� ���� $���" �,� �'#� ���!$-7 ' *� .� !#',� ���
�' +����' ���$"��' $���" %'# +� �#"$ � ��#�*��� +#"!�� 5$���" =)=)C6)
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∑
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|aij| 〈ij〉

)T

+
∑

aij > 0
i < j

(√
aij 〉ij〈

) (√
aij 〉ij〈

)T
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∑
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∑
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��!� �� �)

��!!'�� �' ��� *' �#"#- ��"� " *'  �*��� *'�!' � � *' �"� � �.'
���!$�  �+"��,� *-*$��) ��� �� *�''�� " ,�#��4 i � ��� %'$$'.� + ."-H
�% ��� �.' *-*$�� *' �"� *'��' ,�#��*��7 ��� .� *�''�� i �' �� ' �
'% ��'�� ,�#��*��) ����#.��� .� *�''�� i �' �� ' � '% ��� ,�#��*�� ' "
!"�� *'  �*�� + ��� �.' *-*$��) ����" =)=)D ��'.� ��"� 〈i〉 �� " $� �"#
*'��� "��' '% ��� ,�*�'#� *'##��!' �� + �' ��� ��+�� "$' + " - '% ���
!"��� %#'� i �' ����$% �#",�$� + ��#'�+� "  �+"��,� *-*$�) �� *� 〈i〉 *'�$�
�� #�!#��� ��� "� �.' ��<�#� � $� �"# *'��� "��' � '% ��� ��+� ,�*�'#�7
��� ,�*�'#� "#� $� �"#$- ��!� �� �)

5⇐6 ��� G = (V, E) �� " +#"!�7 .��#� �"*� *'  �*��� *'�!' � �
*' �"� �  ' !'����,� ���!$� *-*$��7 " � "� �'�� ' �  �+"��,� ���!$�
*-*$�) ��!!'�� �' ��� *' �#"#- ��"� ��� ,�*�'#� *'##��!' �� + ���
��+�� "#� $� �"#$- ��!� �� �) ���#�%'#�7 ���#� �4���� " ���+#"!� G∗ =
(V, E∗) ⊂ (V, E) " � *'�;*�� �� αij �= 07 ��*� ��"�
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 � � ��������� �� � ��#�����%��� � ����� ��

∑
(i, j) ∈ E∗

(i, j) �� !'����,�
i < j

αij 〈ij〉+
∑

(i, j) ∈ E∗

(i, j) ��  �+"��,�
i < j

αij 〉ij〈 = 0 .

��� ���+#"!� G∗ *"  '� *' �"� " - $�"%�) �% i �� " $�"%7 ' $- ' �
��+� ,�*�'# *' �"� � "  ' 3�#' � !'����' i7 �' ����  ' 3�#' *"  '� ��
*" *�$�� '�� �- ��� '���# ��+� ,�*�'#� � G∗) �$�'7 G∗ �� " ���+#"!�
'% G7 �' �"*� *'  �*��� *'�!' � � *' �"� �  ' �'#� ��" ' � ����
!$� *-*$�) ���#�%'#�7 G∗ �� " � �' '% ����� *� ���!$�  �+"��,� *-*$��)
�- ����" =)=)D7 �"*� ���!$�  �+"��,� *-*$� '% $� +�� n0 �!" � ���
n0����� ��' "$ ����!"*� '% ��� n0 *'##��!' �� + ,�#��4 ,�*�'#�7 " �
���#�%'#� ���- "#� $� �"#$- � ��!� �� �) 	' ,�#��4 "!!�"#� � �'#�
��" ' � *-*$�7 �' ��� � ��#� ��� '% ,�*�'#� �� $� �"#$- � ��!� �� �7 "
*' �#"��*��' )

��� *�"#"*��#�3"��' '% $� �"#$-�� ��!� �� � ���� '% ��+� ,�*�'#� ��"�
���'#�� =)=)= .�$$ !#',� ���%�$ � ���  �4� ��*��' 7 .��#� .� ��� ��
�' �;*�� �$- & � " �"4�����.��+�� �"���) ��# #��"� � + �"�/ � ����
��*��' �� �' *'�!$��� ��� " "$-��� '% ��� �!!�# �'� � ' ��� *' ����' 
 ����#) ���  �4� $���" !#',���� ��� $"�� ��*� �*"$ �''$ ��"� .�  ���)

	�

� =)=)?� "�� u1, . . . , u� �� � �������������� ����� �	� � ���
	� m �����
 �
�� ����	�� uk =

√|aij | 〈ij〉 #	� uk =
√

aij 〉ij〈% ����
�������

√|aij|* "�� uk = w1u1 + · · ·+ w�u�* +��� ∀1 ≤ r ≤ � wr ≤ 2*

������ ��� uk =
√|aij| 〈ij〉 5'# uk =

√
aij 〉ij〈6 �� ��� �*"$�� ��+�

,�*�'# .� ." � �' ��!!'#�) ��� e = (i, j) " � $�� GM �� ��� +#"!�
� ��#$-� + ��� �"4�����.��+�� �"���)

9� &#�� ��'. �'. ��� ��+� ,�*�'#� '% ��� ��+�� � ��� �"4�����
.��+�� �"��� ��!!'#� 〈ij〉 5'# 〉ij〈6) ���� " "$-��� �!$��� � �' ��#�� *"���
��!� �� + ' ��� *'  �*��� *'�!' � �� ��"� i " � j ��$' + �') 9�
��� ��'. �'. ��� �"4�����.��+�� �"��� ����$% ��!!'#�� uk)

�% i " � j "#� � ��� �"�� *'  �*��� *'�!' � � � ��� �"4�����
.��+�� �"��� " � ��"� *'�!' � � �"�  ' *-*$��7 ��� ��� !"�� ���.�� 
i " � j ���� �",� ��� �"�� ��+ "� e:�7 '# �$�� e *'�$� �",� ��� "����
�' ��� �"���) �- ����" =)=)A7 ��� ,�*�'# 〈ij〉 5'# 〉ij〈6 �� " $� �"#
*'��� "��' '% ��� ��+� ,�*�'#� '% ��� ��+�� � ��� �"4�����.��+��
�"��� .��� *'�;*�� �� ±1 '# 0)

�% i " � j "#� � ��� �"�� *'  �*��� *'�!' � � � ��� GM 7 " �
��"� *'�!' � � �"� "  �+"��,� *-*$�7 ��� �- ����" =)=)> ,�*�'# 〈ij〉
5'# 〉ij〈6 �� " $� �"# *'��� "��' '% ��� ��+�� � ��� �"4�����.��+��
�"��� 5.���'�� �*"$� +67 .��� *'�;*�� �� ±17±2 '# 0)

�% i " � j "#� � �.' ��!"#"�� *'  �*��� *'�!' � ��7 ��� ����� �.'
*'�!' � �� ���� �'�� � *$��� "  �+"��,� *-*$�7 '# �$�� e *'�$� �",�
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��� "���� �' ��� �"���) �- ����" =)=)D7 ��� ,�*�'# 〈ij〉 5'# 〉ij〈6 �� "
$� �"# *'��� "��' '% ��� ��+�� � ��� �"4�����.��+�� �"��� 5.���'��
�*"$� +67 .��� *'�;*�� �� ±1

2
7 ±1 '# 0)

� "$$ ��#�� *"���7 ��� 〈ij〉 5'# 〉ij〈6 �� " $� �"# *'��� "��' '% ���
� �*"$�� ,�*�'#� '% ��� ��+�� � ��� �"4�����.��+�� �"���7 .��� *'�;�
*�� �� .�'�� "��'$��� ,"$��� "#� ��"$$�# ��" '# �(�"$ �' 2) ���#�%'#�7

wr = γr

√|aij|√|br|
,

.��#� γr ≤ 2 " � .��#� ��� br:� "#� ��� .��+��� '% ��� ��+�� � ���


9�) �- $���" =)=)27

√
|aij |√
|br|
≤ 1 %'# 1 ≤ r ≤ �) �� %'$$'.� ��"� %'#

1 ≤ r ≤ �7 wr = γr

√
|aij |√
|br|
≤ 2 · 1 = 2)

���� *' *$���� ��� " "$-��� '% ��� *' ����'  ����# '% " �"4�����
.��+�� �"���7 �� *� .� *"  '. "!!$- ����" =)0)A �' !#',� ��� �!!�#
�'� � ' ��� �!�*�#��) ��� $'.�# �'� � �"� "$#�"�- ��� ���"�$�����
� ����" =)2)0) 9� �",�7 ���#�%'#�7 !#',� ��� %'$$'.� + ���'#��)

������
 =)=)@� +�� �	�
���	�������� 	� � ������ ������ (A, M)
����� A �� �
�������) 
���	����
 
	������ ���� �	������ 
���	���� ��

M �� � �������������� ����� ����	�
���	��� �� �	��
�
 �
 4mn*

�� " ���� �<�*� '% '�# " "$-���7 .� *"  '. %'#��$"�� " � !#',� " 
+� �#"$�3�� *' +����' ���$"��' $���") 9� ���� ��"$$- ��� ��� �"��
��*� �(�� ��"� �'�" " � �� �#�*/�' ���� �' !#',� ��� '#�+� "$
*' +����' ���$"��' $���" F4G)

	�

� =)=)C� "�� e = (i, j) �� �� �
�� 	� ������ a* "�� u0 �� ���
�����
 ����	� ������������ e* "�� V = [u1, u2, . . . , u�] �� �����
 �
��

����	�� uk =
√|bk| 〈ij〉 #	� uk =

√
bk 〉ij〈%) �	�����	�
��� �	 �
��� ����

����	�� e �� 	�� 	� ��� �	��	���� ��
�& ������ �
 � ������ ���� ��	��
���� �� ��� ���� �� e!�) 	� �
 ��	 �������� �
���� ��
 ��	 ����� ��	�
���� 	� e!� ��
�	���� �	 ��� �
����) 	� �
 � ���� ��	� e!� ��
�	����
���	��� � �������� �
���* +��� σ(uuT , V V T ) ≤ 4a

min{bk}�*
0�������	��) �� ��� ���� ��	 ����� ��� ����	�� σ(uuT , V V T ) ��

�	��
�
 �
 a
min{bk}�*

������ �- $���"� =)=)A7 =)=)D " � =)=)>7 e:� ,�*�'# �� " $� �"#
*'��� "��' '% ��� ,�*�'#� � V 7 .��� "$$ ��� *'�;*�� �� ck �����# ±27
±1 '# ±1

2
) ��� ��� $� �"# *'��� "��' *'�;*�� �� �� (c1, c2, . . . , c�))

��� w = (c1

√
a√
b1

, c2

√
a√
b2

, . . . , c�

√
a√
b�

)T ) ��� u = V w) ���#�%'#�H

σ(uuT , V V T ) ≤ wwT =
�∑

k=1

c2
k

a

bk

≤
�∑

k=1

4
a

bk

≤
�∑

k=1

4a

min{bk} =
4a

min{bk}�
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� %"*�7 �% ��� ��!!'#� '% uk �� �' � �- ' � '% &#�� �.' ."-�7 ��� 
��� *'�;*�� �� '% ��� $� �"# *'��� "��' "#� "$$ �����# ±1 '# ±1

2
7 " �

.� �",�

σ(uuT , V V T ) ≤ wwT =

�∑
k=1

c2
k

a

bk
≤

�∑
k=1

1 · a

bk
≤

�∑
k=1

a

min{bk} =
a

min{bk}�

�� � ��� " "$-��� '% ��� *' +����' ���$"��' $���" %'# 
��"�#�*��7 .�
� ��#!#�� � �' �� ��� ��$"��' " � a

min{bk} �' �� ��� *' +����' )

�� .� �",� �� ��' ��7 .� *" ��� ���� +� �#"$�3�� *' +����' �
��$"��' $���" �' !#',��� " '���# !#''% '% ����" =)2)0H �"*� ��+�
� M �� ��!!'#��� �- ��� �(��,"$� � ��+� � A .��� *' +����' 1 " �
��$"��' 1)

"��� �����
������ �<1 �
	���������	
�

�� ��# � '�� ��"� & �� + " �"4�����.��+�� �"��� %'# " ��� '% �*"$��
��+� ,�*�'#� �� " � ��" *� '% " .�$$�������� !#'�$��) � ��� '% m �*"$��
��+� ,�*�'#� uk =

√|aij | 〈ij〉 5'# uk =
√

aij 〉ij〈6 .��� .��+���
√|aij|

" � ��� *'$$�*��' '% $� �"#$-�� ��!� �� � ������� ��& � " *'��� "�'�
#�"$ ��#�*��#� *"$$�� " ����	�
) ���#� �4���� " +� �#�* +#���- "$+'#����
%'# & �� + " �'�*"$$�� ������� ��
����
��� ��� � " �"�#'��) � '�#
�"�#'��7 " �"4��"$ � ��!� �� � ��� �� ��� �"4�����.��+�� �"��� ��"�
.� .��� �' *' ��#�*�)

��� +� �#�* �"4�����.��+�� �"��� "$+'#���� .'#/� �- �'#�� + ���
�$��� �� '% ��� �"�#'�� 5��� �*"$�� ��+� ,�*�'#�6 �- .��+�� " � �#-� +
�' "�� ���� �' ��� �"���7 ��"#�� + %#'� ��� ��",����) ���  �4� ,�*�
�'# �' �� *' ����#�� �� "���� �' ��� � ��!� �� � ��� �% �� �� $� �"#$-
� ��!� �� � '% ��� ,�*�'#� "$#�"�- � ��� ���)

�' "!!$- ��� +� �#�* "$+'#����7 .� ���� !#',��� " #'��� � ��"� �����
.�����# " ��+� ,�*�'# �� $� �"#$- ��!� �� � ' ��� ,�*�'#� "$#�"�- � 
��� ���) ��� + " #" /�#�,�"$� + %"*�'#�3"��' 7 ��*� "� ��� �� +�$"#�
,"$�� ��*'�!'����' 5���6 �� �'' �4!� ��,�) ��� ,�*�'#� "#� ��+�$-
��#�*��#��7 �' .� *" ���� %'# $� �"# � ��!� �� *� �'#� �;*�� �$-)

��� "$+'#���� ��"� .� ��� %'# ����� + � ��!� �� *� #�$��� ' ���
*�"#"*��#�3"��' '% � ��!� �� � ���� ��"� ���'#�� =)=)= !#',����) 9�
�"� �"� " �"�" ��#�*��#� ��"� "$$'.� �� �' (��*/$- ���� .�����# .� *" 
"�� "  �. ��+� ,�*�'# �' ��� �"���) 
'#� �!�*�&*"$$-7 .� ���� .�����#
���  �. ��+� *$'��� " !'����,� *-*$� '# " ��*' �  �+"��,� *-*$� � ���
� ��#$-� + +#"!�) �% �'7 �� �� $� �"#$- ��!� �� � ' ��� ��+�� "$#�"�-
� ��� �"���)

��� �"�" ��#�*��#� ��"� .� ��� �� " %'#��� '% ��"$$'. #''��� �#���
��"� #�!#��� � *'  �*��� *'�!' � �� � ��� � ��#$-� + +#"!�) 9�
"�+�� � ���� �"�" ��#�*��#�7 .��*� �� �'������� #�%�##�� �' "� " ���	��
��
 �"�" ��#�*��#�7 .��� $"��$� ��"� "$$'. �� �' (��*/$- ����#�� �
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��� ��+ '% !"��� � ��� +#"!�) ��� �"��* � �' �& � �"�" ��#�*��#�
."� "!!"#� �$- &#�� ���� �- 
*�$#'- " � 
'##�� 5��� F�7 !"+� 2>CG6L
��� �"�" ��#�*��#� " � ��� *'�!$�4��- " "$-��� "#� !#��� ��� � ��,�#"$
��4��''/�7 ��*� "� F�G " � F6G) �"#E" !#'!'��� ��� "�+�� �"��' 
��*� �(�� ��"� .� ��� F�"G)

��� %'#��� �� #�!#��� ��� �- " "##"- π '% $� +�� n7 .��#� n �� ���
��3� '% ��� +#"!�) �"*� #''��� �#�� � ��� %'#��� #�!#��� �� " *'  �*���
*'�!' � � '% ��� +#"!�7 "$��'�+� ��� �'!'$'+- '% ��� �#��� �"�  '��� +
�' �' .��� ��� �'!'$'+- '% ��� +#"!�) ��� !"#� � '% ,�#��4 i �� π[i]) �% i
�� ��� #''� '% " �#��7 π[i] = i) 9� "$�' �"� �"� " "##"- rL �% i �� " #''�
��� r[i] �� ��� ���+�� '% ��� �#�� #''��� "� iL r �� � ��& �� '���#.���)
��� �.' "##"-� π " � r "#� !"#� '% ��� ��" �"#� ��!$��� �"��' '%
� �' �& � �"�" ��#�*��#�)

)���
�� # � �� �� + ��� #�!#��� �"��,� ,�#��4 '% " *'  �*��� *'��
!' � � 5��� #''� '% ��� �#��6 .��� !"�� *'�!#����' ) ��� "$+'#���� ��
" "�+�� ��� ,�#��' '% ��� ��" �"#� � �' �& � !#'*���#� ��"� "$�'
�"� �"� � ��� ��+ '% !"��� � ��� +#"!� .�� ��� �#�� �� *'�!#�����)
� �� �"��' �� '��� �$'*/ ��#�*��#�)
,�#��4 ��

������������5,�#��4 i6
���!'#"#- ,�#��4 j
�% 5i �= π[i]6

j ←��

������������5π[i]6
s[i]← s[i] xor s[π[i]]
π[i]← j

#���# π[i]

)���
�� # � � �&�� i:� " � j:� �#���7 ��� + " ��+� .�'�� ��+ �� �)

���# � ��� #''� '% ��� � ���� �#��)
,�#��4 ��

����� ����5,�#��4 i7,�#��4 j7�''$�" �6
���!'#"#- ,�#��*�� ρi7ρj 11 ��������������� 	� i ��
 j
ρi ← π[i]
ρj ← π[j]
�% 5r[ρi] > r[ρj ] 6

π[ρj]← ρi

s[ρj]← s[i] xor s[j] xor �
#���# ρi

�$��
π[ρi]← ρj

s[ρi]← s[i] xor s[j] xor �
�% 5r[ρi] = r[ρj ]6

r[ρj ]← r[ρj] + 1
#���# ρj

9� "�+�� � ��� � �' �& � �"�" ��#�*��#� .��� �.' "�����' "$ ���
"##"-�7 s " � c) ��� ,"$�� s[i] #�!#��� �� ��� ��+ '% ��� !"�� � ���
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+#"!� ���.�� i " � π[i] 50 %'# !'����,� " � 1 %'#  �+"��,�6L �� �� ' $-
��& �� �% ��� *'  �*��� *'�!' � � �� " �#��) ��� ,"$�� c[i] �� ��& ��
' $- %'# #''�� " � �!�*�&�� .�����# ��� *'  �*��� *'�!' � � �"� "
*-*$�)

��# "$+'#���� �� !#��� ��� � �$+'#����� 27 07 = " � A) �$+'�
#���� A �� " � ��" *� '% ��� +� �#�* +#���- �"4��"$�� ��!� �� �����
"$+'#����7 "!!$��� �' '�# *"��) �$+'#���� = ����� %'# � ��!� �� *�L ��
���� �$+'#����� 2 " � 0 "� ���#'��� ��)

)���
�� # " B�,� �.' ,�#��*�� i " � j " � ��� .��+�� w '% ��� ��+�
*'  �*�� + ����7 ���� "$+'#���� "��� (i, j) �' ��� �"��� �% " � ' $- �%
��� ��+� �� � ��!� �� � '% ��� *�##� � � ��!� �� � ���)

���!�
�"�"���#������ 5,�#��4 i7 ,�#��4 j7 #�"$ w6
���!'#"#- ,�#��*�� ρi, ρj ,� �' #''�
���!'#"#- �''$�" ��+���+ 
��+���+ ← (w > 0)
ρi ← ��

������������5i6
ρj ← ��

������������5j6
�% 5ρi �= ρj6

11 i ��
 j ��� �� 
������� �	������
 �	��	�����
�% 55c[ρi] = 06or5c[ρj ] = 066

11 	�� 	� ��� �	������
 �	��	����� 
	�� �	� �	����� �
�
���

���!�
���$�%�%5i, j, w6
� �' #''� ← ��

����� ����5i, j,��+���+ 6
c[� �' #''�]← c[ρi] or c[ρj ]

�$��
11 i ��
 j ��� �� ��� ���� �	������
 �	��	����
�% 5(��+���+ �= s[i] xor s[j]) and(c[ρ1]PP0)6

11 ��� �	������
 �	��	���� 
	�� �	� �	����� � �
���) ��

11 �

��� (i, j) 
	�� �	� ��	�� � �	������ �
���
���!�
���$�%�%5i, j, w6
c[ρi]← 1

)���
�� # � ���� �� ��� +� �#�* +#���- "$+'#���� �' & � ��� �"4��"$�
� ��!� �� � ��� '% " �"�#'��)

&����'(�)�
�
*��
��56
����5��+�� �- "��'$��� ,"$�� '% .��+��6
%'#�"*� 5eP5i7j6 " ��+� '% .��+�� w6
�% 5��+���� ��!� �� �5i, j, w66
���!�
���$�%�%5e6

��� *'##�*� ��� '% ��� "$+'#���� #�$��� ' ��� *'##�*� ��� '% ���
+� �#�* +#���- "$+'#����7 ��� *'##�*� ��� '% ��� � �' �& � �"�" ��#�*�
��#�7 ' ���'#�� =)=)=7 " � ' ��� *'##�*� �"� �� " *� '% ��� "##"-�



�
�
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s " � c) ��� *'##�*� �"� �� " *� '% c �� �#�,�"$) ��� *'##�*� �"� �
�� " *� '% s �� �'#� *�"$$� +� + �' !#',�) 9� ��"#� .��� " ���!$�
��*� �*"$ $���")

	�

� =)A)2� '� i) j) ��
 k ��� �������� �� � �	������
 �	��	����
	� GA ���� �	������ �	 �
���� ��


s[i, j] =

{
0 �� ��� ���� �� GA ������� i ��
 j �� �	������
1 	��������,

���� s[i, k] = s[i, j] xor s[j, k]*

������ �� *� ��� *'  �*��� *'�!' � � �� " �#��7 ��� !"��� %#'� i
�' j " � %#'� k �' j ���� ���� "� �'�� ,�#��4 xL %#'� x �' j ��� �.'
!"��� "#� ��� ��*"$ 5x " � j �"- �� ��� �"�� ,�#��46) ��� ���!$� !"��
%#'� i �' k �� � %"*� *' *"�� "��' '% ��� !"�� %#'� i �' x �' ��� !"��
%#'� x �' k) ���#�%'#�7

s[i, j] xor s[j, k] = (s[i, x] xor s[x, j]) xor(s[j, x] xor s[x, k])

= s[i, x] xor(s[x, j] xor s[j, x]) xor s[x, k]

= s[i, x] xor s[x, k]

= s[i, k] .

���  �4� ��#�� $���"� ��'. ��"� ��� "$+'#���� �'��7 � ����7 �"� �"� 
s *'##�*�$-)

	�

� =)A)0� ��

������������ ��������� ��� �	��������� 	�
s* +��� ��) �� ��� ����
 s �� �	����� ���	�� ��� ���� 	� ��

����������
���+ ���� �� �� �	����� ����� ��� ����	����� �������*

������ ��

������������ *�" +�� ��� ,"$��� '% π " � c "$' +
��� !"�� %#'� " ,�#��4 i �' ��� #''�) 9� !#',� ��� *'##�*� ��� �-
� ��*��' ' ��� ����" *� %#'� ��� #''�) �% i �� ��� #''�7 ��� "$+'#����
#���# � ������"��$-7 �' ��� *$"�� �'$��) ��!!'�� ��� $���" �� *'##�*�
%'# "$$ ��� ,�#��*�� ���.�� ,�#��4 i " � ��� #''�) �- $���" =)A)27
.� �",� ��"� s[i, #''�] = s[i, π[i]] xor s[π[i], #''�]) ��� !"#� � '% π[i]
��� #�*�#��,� *"$$ �� ��� #''�7 " � ��� !"#� � '% i .�� ��� ���#'��� �
#���# � �� "$�' ��� #''�7 �' *'##�*� ��� �� �"� �"� ��)

	�

� =)A)=� '� ��� ��������� i ��
 j �	 ��

����� ���� ���
����
���� ����
��� 	� �		�� ��
 �� s �� �	����� ���	�� ��� ����) ���� s ��
���������
 �	������
 �
 ��

����� ����*

������ ��� ' $- *�" +� � ��� "##"- π �� π[ρj] = ρi '# π[ρi] = ρj )
�- $���" =)A)2 s[ρi, ρj] = s[ρi, i] xor s[i, j] xor s[j, ρj ]) �- ��� �-!'���
���� '% ��� $���"7 ρi = π[i] ��
 ρj = π[j]* $���� s[ρi, i] = s[i])
s[j, ρj ] = s[j] ��
 s[i, j] = �) ��� ����� �� �	�����*

	�

� =)A)A� ���!�
�"�"���#������ �� �	�����*
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 ������������ �%� ��������������� ��

������ �% i " � j "#� � ��<�#� � *'  �*��� *'�!' � �� " � �'��
*' �"� *-*$��7 ��� #'��� � #���# � .���'�� "��� + (i, j) �' ��� �"���)
�% ���- "#� � ��<�#� � *'�!' � �� " � "� �'�� ' � *' �"� � " *-*$�7
��� #'��� � "��� (i, j))

�% i " � j "#� � ��<�#� � *'�!' � ��7 ��� s[i] xor s[j] �� ��� ��+ 
'% ��� !"�� ���.�� ����7 �� *� �'�� "#� *��$�#� '% ��� �"�� #''�) � 
��"� *"��7 ��� #'��� � "��� ��� ��+� �% " � ' $- �% ��� ��+ '% ��� ��+�
�� ��<�#� � %#'� ��� ��+ '% ��� !"�� 5�)�)7 ��� ��+� *$'��� "  �+"��,�
*-*$�6 " � ���#� ��  ' *-*$� � ��� *'�!' � �)

��� *'##�*� �"� �� " *� '% s %'$$'.� %#'� ��� %"*� ��"� .� *"$$
��

����� ���� ' $- .�� ��� "#+��� �� "#� *��$�#� '% #''��)

��� *'�!$�4��- " "$-��� '% ��� "$+'#���� �� ���!$�) �� ��'.� ��"� ���
#�  � + ���� '% ��� "$+'#���� �� �'�� "��� �- �'#�� + ��� ��+��) ���
�'�"$ *'�� '% ��� *"$$� �' ���!�
�"�"���#������ �� ���� ��"$$- $� �
�"# � m) ��� !#''% �� ���� ��"$$- ��� ��*"$ �' �"#E" :� " "$-��� '%
"�+�� ��� � �' �& � �"�" ��#�*��#�� � F�"G)

������
 =)A)D� &����'(�)�
�
*��
�� ���� �� O(m lg m+
mα(m, n)) ����� α �� ��� ������� 	� 2�.������!� ������	�*

������ �'#�� + ��� ��+�� �"/�� O(m lg m) ����)
9� �"/� m *"$$� �' ���!�
�"�"���#������) �"*� *"$$ �"/��

�.' *"$$� �' ��

������������ " � "� �'�� ' � �' ��

����
�� ����) ��� '���# *'��� � ���!�
�"�"���#������ "#� O(1))
�� *� ��

������������ " � ��

����� ���� "#� O(1) �'��
�&*"��' � �' ��� *'##��!' �� + ��" �"#� � �' �& � #'��� ��7 ��� �'�"$
*'�� '% "$$ ��� *"$$� �� O(mα(m, n)))
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