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מספר תעודת זהות:

        מועד א', גרסה 1

מספר מחברת: 


מספר קורס: 0368.2158

סמסטר ב', מועד א', תשס"ט
‏19.7.09


‏
מבחן במבני נתונים
פרופ ערן הלפרין, פרופ' חנוך לוי,יהב נוסבאום ו דני פלדמן
משך המבחן שלוש שעות 
הבחינה עם חומר סגור, ללא מחשבים/מחשבונים. מותר להביא דף עזר אחד A4 דו-צדדי.

הוראות כלליות:

1. יש לרשום מספר ת.ז. ומספר מחברת בראש כל דף.
2. המחברות הן לטיוטה בלבד ולא תיבדקנה.

3. הסברים לשאלות האמריקאיות – חובה!!!
4. תשובות סופיות לשאלות האמריקאיות יש לכתוב על הטופס המצורף. 
5. בכל  שאלה אמריקאית יש תשובה אחת נכונה ביותר. רק תשובה זו תחשב לנכונה.
6. מותר להשתמש באלגוריתמים שנלמדו בכיתה כקופסאות שחורות.
7. בכל מקום בו מוזכרים חסמי זמן הכוונה היא למקרה הגרוע ביותר, אלא אם כן צוין אחרת במפורש.
8. אין לכתוב אלגוריתמים בפסאודו-קוד אלא להסביר (באופן משכנע) את הרעיון הכללי. 
9. כתבו תשובות קצרות ומדויקות. תשובות לא ממוקדות, ארוכות, מסובכות או מסורבלות יקבלו ניקוד חלקי גם אם הן נכונות. 
10. גם אם שאלה נראית לכם דומה לשאלה מבחינות קודמות, היא לא בהכרח זהה.
בהצלחה!! 

שיטת האב – Master Method

[image: image1.wmf]loglog

loglog

log

()()()

():0,()()

()(lg):()()

:0,()()

(())

:1,()()

bb

bb

b

aa

aa

a

n

TnaTfn

b

niffnOn

Tnnniffnn

iffnn

fn

n

andcafcfn

b

e

e

e

e

-

+

=+

ì

ï

ï

Q$>=

ï

ï

=Q=Q

í

ï

$>=W

ï

Q

ï

$<×£×

ï

î



1. (9 נקודות) ה-DNA של חיידק מסוים מתואר על ידי מחרוזת ארוכה מעל האלף בית A,G,C,T, עם השכיחויות: 
[image: image2.wmf]1
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 . אם נרצה לדחוס את מחרוזת ה-DNA באמצעות דחיסת הופמן, ובהנחה שהמחרוזת הינה לחלוטין אקראית (כל תו מוגרל באופן בלתי תלוי על פי השכיחויות לעיל), מהי תוחלת אורך (מספר הביטים) המחרוזת הדחוסה?

1. N2

2. N1.7
3. N1.1 
4. N1.4

נימוק קצר: (חובה)


Explanation: when constructing the Huffman code from these frequencies, we first join C and T into one tree of weight 0.2, we then join this tree with G resulting in a tree of weight 0.5, and then we join this tree with A. The resulting Huffman code is: A - 0, G – 10, C – 110, T – 111. If we randomly pick a string of letters of length N from the given distribution, we can denote the length of the i-th letter by the random variable 
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. By linearity of expectation, and since all 
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 have the same distribution, the expected total length of the string is 
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. The expectation of the length of each of the letters is:
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, and therefore the expected total length is 1.7N.




















2.   (9 נקודות) למדנו בשיעור את אלגוריתם ה-QUICKSORT למיון מערך באורך N.. זמן הריצה של אלגוריתם זה תלוי בסדר האיברים במערך הנתון.  התייחסו למימוש שנלמד בכיתה (במימוש זה, ה-pivot נבחר תמיד להיות האיבר האחרון בקטע המערך שאותו ממיינים). לאילו מן המקרים הבאים תוחלת זמן הריצה האסימפטוטית צפויה להיות  הגרועה ביותר::
1. מערך A שבו 
[image: image7.wmf])
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2. מערך A שסדר איבריו נקבע על ידי תמורה מקרית
3. מערך A שבו 
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4. תשובות א' ו-ג' נכונות
5. מערך A שבו 
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6. תשובות א', ג' ו-ה' נכונות
נימוק קצר: (חובה)

Answer: answers (1),(3), and (5) are correct.
Explanation: Answers (1) and (3) cost O(N^2) as we have shown in class. Answer (2) costs O(Nlog(N)), as shown in class. Answer (5) costs O(N^2) since the first pivot partitions the data into two ordered arrays each of size N/2, and as we have shown in class an ordered array takes O(N^2) to sort using quicksort.

שאלות 3+4 (9 נקודות):  אלגוריתם המיון QUARTERSORT למיון מערך A באורך  N מתואר באופן הבא: אם 100>N, נבצע QUICKSORT על A. אחרת, נחלק את המערך לשני חלקים, 
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, כלומר, 4/N האיברים הראשונים ו-4/N3 האיברים האחרונים. עתה נקרא רקורסיבית ל- (1A)QUARTERSORT=1B  ול-(2A)QUARTERSORT=2B. בכדי לקבל את המערך הממוין נבצע עתה פעולת מיזוג של 1B ו-2B שמתבצעת בזמן (N)O. פעולת המיזוג אינה מתוארת אך תוצאתה הינה מערך ממוין באורך N אשר מכיל את איחוד האיברים של 1B ו-2B.

3. מהי נוסחת הנסיגה המתארת את זמן הריצה (N)T ?

א. 
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ב. 
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ג. 
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ד. 
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נימוק קצר: (חובה)

Answer: T(N) = T(0.25N)+T(0.75N)+O(N) since we call the recursion with these two sizes and then we run a linear algorithm for the merge
[image: image16]
4. מהו זמן הריצה של האלגוריתם המוצע (QUARTERSORT):

א. 
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ג. 
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נימוק קצר (חובה):

Answer: O(N log N)
Explanation: This can be shown by induction using the recursion formula given in the previous question
5. (9 נקודות) נדון במימוש עץ אדום-שחור שבו כל העלים שחורים   (במימוש CORMEN כפי שנלמד בכיתה ישנה שכבת NIL-ים שמהווה את "שכבת העלים" וכולה שחורה). מהו היחס המינימלי של מספר הצמתים השחורים לצמתים אדומים בעץ אדום שחור חוקי?
1. 1 שחור ל-1 אדום.
2. 2 שחורים ל-1 אדום.
3. 5 שחורים ל-2 אדומים.
4. 1 שחור ל-2 אדומים.
5. היחס יכול להיות קטן כרצוננו.
נימוק קצר (חובה):

2 שחורים ל-1 אדום. לכל צומת אדום בעץ יש שני בנים, שניהם שחורים   בזכות שכבת הNIL- ים.
שאלות 6+7 (9 נקודות ביחד):

 נתבונן במבנה union-find עם path compression ו-union by rank (כלומר, המבנה כפי שנלמד בכיתה). נרחיב את פעולת ה-path compression כך שפעולת Find(x) תכווץ את כל המסלולים של הצאצאים של x אל שורש הקבוצה, גם אם x הוא בעצמו השורש (בנוסף לכיווץ המסלולים של האבות הקדמונים, כמו במימוש הרגיל). לצורך כך, נשמור בעץ שמיצג את הקבוצה מצביע מכל צומת לרשימת הילדים שלו (השינוי לא פגע בזמן הריצה של פעולת ה-union כי הוספת צומת אחד לרשימת הבנים של השורש לוקחת זמן קבוע).

6.  זמן הריצה של Find הוא:

1. O(1).
2. O(α(n)).
3. O(log n).
4. O(n).
נימוק קצר (חובה)









7.  זמן הריצה amortized של פעולת Find הוא:

1. O(1).
2. O(α(n)).
3. O(log n).
4. O(n).
נימוק קצר (חובה):


[image: image21]
8. (9 נקודות)  בטבלת hash פתוח (chaining) נחליף את הרשימות המקושרות של איברים בכל סל בטבלות hash סגור. זמן הריצה worst case לפעולה על טבלת ה-hash, כאשר N הוא מספר האיברים ו-B הוא מספר הסלים, הוא:

1. O(1)

2. O(log N)

3. O(N)

4. O(N log N)

5. O(B/N)
נימוק קצר (חובה):


[image: image22]
9. (9 נקודות)  נתון אלגוריתם שמקבל מערך בגודל n של מספרים שונים  לא ממוינים, יחד עם מספר שלם 
[image: image23.wmf]k

 בין 1 ל-
[image: image24.wmf]n

. האלגוריתם מדפיס את 
[image: image25.wmf]k

 המספרים הקטנים ביותר במערך בסדר עולה. חסם תחתון על זמן הריצה הגרוע ביותר  של האלגוריתם (שתקף לכל
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5. תשובות א' וב' נכונות

נימוק קצר (חובה):
תשובה ה' נכונה. 
א' נכון כי ברור שהאלגוריתם חייב לקרוא את כל הקלט בזמן 
[image: image31.wmf])
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, כי אין דרך לדעת אם מספר צריך להיות מודפס או לא מבלי לקרוא אותו. 

ב' נכון: על דרך השלילה נניח שקיים אלגוריתם A שפותר את הבעיה בזמן 
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 עבור איזשהו ערך k. לפי א' חייב להתקיים 
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log

/

(

n

n

k

W

=

, אחרת האלגוריתם A לא קורא את כל הקלט. הוכחנו בכיתה ש-k איברים לוקח למיין 
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 זמן בסתירה להנחה.

ג' לא נכון: אפשר למצוא את האיבר ה-k בגודלו בעזרת Select בזמן O(n), לחלץ את k-1 האיברים הקטנים ממנו בזמן O(n) ואז למיין את k האיברים בזמן-O(klogk). סה"כ זמן O(n+klogk). עבור, למשל,  k=n/lgn זמן הריצה הוא לכן o(nlogk)כלומר  ,O(n).

ד' לא נכון מאותה סיבה שג' לא נכון

10. (9 נקודות) נתונות n נקודות במישור: (x1,y1),…,(xn, yn). הנקודות מיוצגות ע"י מערך A של n זוגות מספרים.  כתבו אלגוריתם יעיל ככל שתוכלו, המקבל את המערך  A. האלגוריתם מחזיר "כן" אם קיים ערך ממשי b, עבורו הישר y=x+b חותך לפחות 
[image: image35.wmf]n
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 מהנקודות ב-A. אחרת, האלגוריתם מחזיר "לא".

זמן הריצה של האלגוריתם הוא: 

תשובה: נחשב לכל נקודה (xi,yi) את bi=yi-xi. זהו ה-b היחיד היכול להתאים לקו מהסוג המבוקש שעובר דרך הנקודה. לכן נשאר לבדוק האם קיים ערך b שחוזר על עצמו n/loglogn פעמים ברשימה b1, …,bn. לשם כך נמצא את המספר ה-nk/loglogn בגודלו עבור k=1.. loglogn. לכל מספר כזה נבדוק את מספר המופעים שלו. אם אין אף אחד מהמועמדים הנ"ל שמופיע n/loglogn פעמים נחזיר "לא" אחרת "כן". 
ניתוח זמן ריצה: בעזרת מיון ניתן לפתור בזמן O(nlogn). בעזרת Select לחישוב כל מועמד ניתן לפתור בזמן O(nloglogn) כפי שהראנו בתירגול. 
ניתן לפתור בזמן טוב יותר של O(nlogloglogn) ע"י חישוב החציון בלבד, ובדיקת מס' הפעמים שהוא מופיע. לאחר מכן עושים partition סביב החציון וממשיכים לחפש בצורה רקורסיבית את חצי המועמדים הגבוהים רק בחצי השמאלי, ואת חצי המועמדים הנמוכים רק בחצי הימני. ניתוח זמן הריצה הוא כמו של quicksort, כאשר עוצרים בתתי מערכים בגודל n/loglogn. כלומר T(n)=2T(n)+O(n), כאשר T(n/loglogn)=O(1) 
11.  (14 נקודות) נגדיר מבנה נתונים שאיבריו הם מספרים שלמים, התומך בפעולות Insert, Delete-Min ו-Find-Min במשמעות הרגילה שלהם המוכרת מהשיעור, ובנוסף באחת מבין הפעולות הבאות:
· פעולת Increase-All המוסיפה את המספר 2 לכל האיברים במערך.
· פעולת Increase-Evens המוסיפה את המספר 2 לכל האיברים במערך שערכם זוגי. 

1. הראו מימוש יעיל ככל שתוכלו עבור מבנה הנתונים הכולל את שלושת הפעולות המוזכרות ואת הפעולה  Increase-All  וציינו סיבוכיות הפעולות.

תאור מימוש:

[image: image36]
2. הראו מימוש יעיל ככל שתוכלו עבור מבנה הנתונים הכולל את שלושת הפעולות המוזכרות ואת הפעולה Increase-Evens.



12. (14 נקודות) נתון מערך A[1..n] המכיל n איברים שונים זה מזה. זוג אינדקסים (i, j) נקרא היפוך אם i<j ו-A[i]>A[j] .

1. הניחו שקבוצת המספרים הינה {1,2,...,n}. איזה מערך מכיל את המספר הגבוה ביותר של היפוכים? כמה היפוכים הוא מכיל?

[image: image37]
2. נניח ש-A[6] מכיל את האיבר הקטן ביותר במערך  (A[6]=1 בדוגמה לעיל) , ו-A[4] מכיל את האיבר השני בגודלו (A[4]=2 בדוגמה לעיל). כמה היפוכים (i,j) קיימים כך ש-j=4 או j=6?


[image: image38]
3. כתבו אלגוריתם המחשב את מספר ההיפוכים בתמורה כלשהי של n איברים  כלליים (השונים זה מזה)  בזמן 
[image: image39.wmf])
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 במקרה הגרוע. מימוש יעיל פחות יקבל ניקוד חלקי. 
זמן הריצה של האלגוריתם הוא: 

תאור האלגוריתם:

תשובה: נבנה אלגוריתם רקורסיבי A שמקבל מערך עם n איברים, ממיין אותם וגם מחזיר את התשובה המבוקשת. עבור n=2 זה מיידי. 
נניח שפתרנו את הבעיה עבור הערכים הקטנים מ-n. נפעיל את האלגוריתם ברקורסיה על החצי השמאלי (עם האינדקסים הקטנים) וגם על החצי הימני. נחבר את שתי כמויות ההיפוכים שנקבל, המייצגים היפוכים של זוגות בצד שמאל או בצד ימין. נסמן 'L' כל איבר בחצי השמאלי, וב-'R' כל איבר בחצי הימני של A. נותר לחשב את כמות ההיפוכים (i,j) כאשר i מסומן 'R' ו-j מסומן 'L'. לשם כך נמיין את המערך בעזרת שני חצאיו שכבר מוינו. זה ייקח O(n) כמו ב-mergesort. נסרוק את המערך הממוין מימין לשמאל ונשתמש במונה שסופר כמה איברי 'L' עברנו בזמן הסריקה. בכל פעם שנגיע לאיבר המסומן 'R', נוסיף את הערך הנוכחי של המונה לכמות ההיפוכים הסופית. סה"כ זמן O(n).

משוואת הנסיגה של זמן הריצה: T(n)=2T(n/2)+O(n)=O(nlogn)  


הוכחת נכונות:


[image: image40]

ניתוח זמן ריצה:


[image: image41]
סוף



































































































O(n). במקרה הגרוע נקרא לפעולה Find על שורש העץ, והפעולה תסרוק את כל העץ. אפשר לחזור על פעולה זאת מספר פעמים כרצוננו.











O(N), במקרה הגרוע האיברים יתנגשו בשתי טבלות הגיבוב.






























































O(n). במקרה הגרוע נקרא לפעולה Find על שורש העץ, והפעולה תסרוק את כל העץ.











� EMBED Equation.3  ���





תשובה והסבר:


3+5=8





תשובה והסבר:


תשובה: במערך ממוין הפוך כל זוג כנ"ל הוא היפוך. כמות הזוגות הנ"ל הוא θ(n2).








תאור מימוש: נשתמש בשתי ערמות אחת רגילה (למשל פיבונאצ'י) למספרים האי-זוגיים, והשניה כמו בסעיף הקודם למספרים הזוגיים. הפעולה Increase-Evens תקרא ל-Increase-All בערמת הזוגיים. הפעולה Insert תקרא לפעולה בערמה המתאימה. Find-Min תמצא את המינימומים בשתי הערמות, ותחזיר את הקטן מהשניים.Delete-Min ראשית תקבע כמו Find-Min מאיזה ערמה צריך למחוק, ואז תמחק ממנה.





:





תאור מימוש: נשתמש בערמה (למשל פיבונאצ'י) ובערך שלם נוסף x. בהתחלה x = 0. בקריאה ל-Increase-All, נגדיל את x ב-2. בקריאה ל-Insert נכניס את האיבר לערמה, כאשר למפתח שלו נוסיף את x. בקריאה ל-Find-Min נחזיר את הערך המקורי של האיבר המינימלי (ללא x) ולא את המפתח שהשתמשנו בו, כך גם ב-Delete-Min.











סיבוכיות:


Find-Min: O(1)





Delete-Min: O(logN)





Insert: O(logN)





Increase-All: O(1)











סיבוכיות:


Find-Min:O(1)





Delete-Min:O(logN)�


InsertO(logN)�


Increase-Evens:O(1) 
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