גיאומטריה חישובית 08-09, דוגמאות לפתרון תרגילים:
להלן פתרונות מפורטים לשאלות שהיו בהן מספר גדול של טעויות.
תרגיל 2, שאלה 5:
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נגדיר את "הגבול" של קטע להיות קבוצת כל הנקודות אשר נמצאות במרחק 0.5 ממנו (כמתואר בתמונה). הגבול מפריד בין כל הנקודות אשר נמצאות במרחק קטן מ-0.5 מהקטע, לבין כל הנקודות הנמצאות במרחק גדול מ-0.5 מהקטע. לכן, הגבולות של שני קטעים נחתכים, אמ"מ קיימת נקודה הנמצאת במרחק קטן מ-0.5 משני הקטעים. 
נראה שקיימת נקודה

[image: image85.png]


במרחק קטן מ-0.5 משני קטעים, אמ"מ המרחק ביניהם קטן מ-1. אם שני קטעים נמצאים במרחק קטן מ-1, אז קיים קטע המחבר ביניהם שאורכו קטן מ-1, ונקודת האמצע של הקטע הזה נמצאת במרחק קטן מ-0.5 משני הקטעים. אם קיימת נקודה אשר מרחקה משני הקטעים קטן מ-0.5, לפי אי שיוויון המשולש - המרחק בין הנקודות הקרובות ביותר ל-
[image: image3.wmf]p

 (הכוונה לנקודה אחת מכל קטע) הינו 
[image: image4.wmf](1)0.50.5

 =  +³

. לכן, המרחק בין שני קטעים קטן מ-1 אמ"מ הגבולות שלהם נחתכים.
ניתן לפרק כל גבול לשני קטעים המקבילים לקטע המקורי (ואורכם זהה לאורכו), ולשני חצאי מעגלים. כל חצי מעגל ניתן לפרק לשני חלקים מונוטוניים. לכן, ניתן לחלק כל גבול לשישה חלקים מונוטוניים פשוטים.
נבצע את האלגוריתם הבא:
1. נבנה לכל קטע מ-
[image: image5.wmf]S

 את הגבול שלו, ונפרק אותו לשישה חלקים מונוטוניים פשוטים.
2. נרצית אלגוריתם sweep סטנדרטי למציאת חיתוכים בין החלקים שהתקבלו בשלב הקודם (לא נתייחס לקטעים המקוריים בשלב זה).
· אם נמצא חיתוך, נעצור את האלגוריתם, ונודיע שקיימים שני קטעים במרחק קטן מ-1.
· אם הsweep הסתיים ללא מציאת חיתוך, נודיע שלא קיים זוג קטעים כזה.
נכונות האלגוריתם כבר הוסברה מעל. רק נציין שעקב הנחת מצב כללי, ניתן להתעלם מגבולות משיקים, כיוון שמצב זה יתרחש אמ"מ קיים זוג קטעים במרחק של בדיוק 1.
כעת נבחן את זמן הריצה של האלגוריתם. התהליך של בניית גבול וחילוקו לשישה חלקים לוקח זמן קבוע, ולכן שלב 1 לוקח 
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 זמן. שלב 2 הינו sweep סטנדרטי בין 
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 חלקים מונוטוניים פשוטים, וראינו בשיעור שניתן לבצע אותו ב
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. אמנם יכול להיות מספר גדול של חיתוכים בין הגבולות, ולכן מספר גבוה של אירועים, אך אנו עוצרים ברגע שאנו מגיעים לחיתוך הראשון. לכן, מספר החיתוכים לא ישפיע על זמן הריצה.
תרגיל 1, שאלה 1:
קודם נתאר את האלגוריתם, ולאחר מכן ננתח אותו. להלן תיאור האלג':
1. נאתחל מחסנית 
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2. נטייל לאורך המעטפת
[image: image10.wmf]C

 עד שנחזור לנקודת ההתחלה (לא משנה מאיזו נקודה של 
[image: image11.wmf]C

 מתחילים את הטיול, ולאיזה כיוון מתקדמים), ובכל פעם שנגיע לקודקוד 
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 נבצע:
· אם 
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 ריקה, נכניס אליה את 
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· אחרת,
· אם הקודקוד שבראש המחסנית הינו נקודת קצה של אותו הקטע כמו 
[image: image15.wmf]x

, נוציא אותו מהמחסנית.
· אחרת, נכניס את 
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 למחסנית.
3. לאחר שסיימנו לעבור על כל הקודקודים של 
[image: image17.wmf]C

, נבדוק האם 
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 ריקה:
· אם כן, נחזיר שלא קיים חיתוך.
· אם לא, נחזיר שקיים חיתוך.
נעבור לחישוב זמן הריצה של האלג'. קל לראות ששלבים 1 ו-3 לוקחים 
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 זמן. שלב 2 עובר על 
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 קודקודים, ורץ 
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 זמן על כל אחד מהם. לכן, זמן הריצה הכולל של האלגוריתם הינו 
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נותר להסביר את נכונות האלג'. ראשית, נניח שקיים חיתוך בין הקטעים
[image: image23.wmf],
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, ונראה שבסוף שלב 2 של האלג, המחסנית
[image: image24.wmf]A

 אינה ריקה. עבור קטע 
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, נסמן את הקודקוד הראשון שלו שנתקלנו בו במהלך ריצת האלג' בתור 
[image: image26.wmf]1
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, ואת הקודקוד השני בתור 
[image: image27.wmf]2
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. נניח, ללא הגבלת הכלליות, שבזמן הריצה של שלב 2, נתקלנו ב
[image: image28.wmf]1
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 לפני שנתקלנו ב
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. עקב הנחת מצב כללי, קיימת נקודת חיתוך יחידה בין הקטעים, ונקודה זו נמצאת בפנים של שני הקטעים. לכן, שני הקטעים הינם אלכסונים של הקמור של 
[image: image30.wmf]C

 (ולא צלעות שלו), וקודקודי הקטע
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 מחלקים את 
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 לשני חלקים, אשר נסמן בתור
[image: image33.wmf]1
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 ו-
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. קל לראות ש
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 חותך את
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 אמ"מ קודקוד אחד שלו נמצא על
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 והקודקוד האחר נמצא על 
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. לכן, לפני שנגיע ל-
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, נפגוש ב-
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 (אך לא ב-
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). כלומר, כאשר נגיע ל-
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 ימצא במקום גבוה יותר במחסנית מאשר
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, ומכך נובע שלא ייתכן ש-
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 יהיה בראש המחסנית (ולכן לא נוציא אותו מהמחסנית). לסיכום, בסיום שלב 2 של האלג', יהיו במחסנית לפחות שני המופעים של 
[image: image46.wmf]a

 (ולמעשה, גם שני המופעים של
[image: image47.wmf]b

).
לבסוף, נניח שאין חיתוכים בין הקטעים, ונראה שבסוף שלב 2 של האלג', המחסנית
[image: image48.wmf]A

 תהיה ריקה. עבור קטע 
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, נראה באינדוקציה על מספר האיברים,
[image: image50.wmf]k

 , הנמצאים בין 
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 ל-
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, שכאשר מגיעים ל
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, 
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 נמצא בראש המחסנית. 
· נראה שלא ייתכן ש-
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 אי-זוגי (כאשר אין חיתוכים). ואמנם, נניח ש-
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 אי-זוגי,
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. הקטע 
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  מחלק את
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 לשני חלקים, אשר נסמן ב- 
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 ו-
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. קיים לפחות קטע אחד אשר קודקוד אחד שלו נמצא על 
[image: image62.wmf]1
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, והקודקוד השני שלו נמצא על 
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, ומכך נובע ישירות שהקטע חותך את 
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. קיבלנו סתירה, ולכן 
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 זוגי. 
· כאשר
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, נגיע ל-
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 מיד לאחר שהכנסנו את 
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 למחסנית, ולכן ברור שהוא בראשה. 
· כעת נניח שהטענה נכונה עבור
[image: image69.wmf]km
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 ונראה שהיא נכונה עבור 
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. נניח בשלילה שכאשר הגענו ל
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, בראש הרשימה היה איבר כלשהו 
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. כיוון ש-
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 אינו חותך את
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, 
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 נמצאים שניהם בין 
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 ל-
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. כיוון שבין
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 נמצאים 
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 קודקודים של קטעים שאינם נחתכים, אז לפי הנחת האינדוקציה
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 יהיה בראש המחסנית כאשר נגיע ל
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. במקרה זה נוציא את 
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 מהמחסנית ולא נתקל בו כשנגיע ל
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 .  הגענו לסתירה, ולכן הטענה נכונה עבור
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