
ת בקמירות"קבוצות ב

יובל רוכמן :מאת•
"  די סקר טיתגאומטר יה"הוגש כעבודה בסמינר   •
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הגדרות
תהא                קבוצ ה  של נקודות שנמצאות ב מצב •

).   נקודות בישר א חד3אין  ( כלל י 
    הנמצאות ע ל   הש פה של   נסתכל ע ל כ ל הנקודות  ב •
 

"  Xנק ודות השפה של "לנקודות אלו נקר א  
נ קודות פנ י מיות כל   שאר הנקודות ב         תקראנה •
:   לדוגמא •

( )conv X
X

X

2X R
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מוטיבציה 

אם נוצ יא את כ ל הנקודות הפנימיות מ       אזי  הקמור •
שלנו  לא  ישתנה

,לדוגמא•

א ם נוצ יא  נקודת שפה אחת מ    ה קמור , לעומת זאת•
שלנו י שתנה

לדוגמא•

X

X
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מסקנה

הנקודות היחידות שמש פיעות ע ל הקמור  ש ל        הן   •
נקודות השפה

שכ ל הנקודות שלה ן  הן  , א ם נחקו ר קבוצות ,  לכן•
אז נקבל תוצאות מעני ינות גם  על   , נקודות השפה

Xהקמור  ש ל קבו צה מסו ימת 

X
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ת בקמירות"קבוצות ב

       היא  בלתי  תלויה          נאמר שקבו צה      :הגדרה•
אם   לכל                  )  convex independent( במצב קמור    

מתקיים ש 
 הגדרה זו שקו לה  לכ ך  היא ש       מכילה  אך  ור ק את •

נקודות השפה

x X
( \{ })x conv X x

X

2X R
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טענה 

ת"ת ונני ח  ש             אזי     ה יא  ב" אם      ב: ט ענה•
אזי   ל      יש  . ת" נני ח ש      אינה ב )ב של י לה(: הוכחה•

-ת  "ומשום  ש             אזי ג ם       אינ ו ב, נקודה פנימית
סתירה 

XY XY

YY
Y XX
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Erdos-Szekeresמשפט 

 n(k)י ש מספר , טבעיk לכל :Szekeres-Erdosמשפט •
, שנמצאת  במצב כללי, n(k)       בגודל  כך שכל קבוצה  

. kת בגודל  "קבוצה ב-מכילה תת
אחרת , אנו חייבים לדרוש שהקבוצה תהיה במצב כללי•

 שכל הנקודות שלה Xניקח קבוצה (המשפט לא נכון 
 Xקבוצה של -הקמור של כל תת. נמצאות על ישר אחד

) 2ולכן כמות נקודות הקמור תהיה , יהיה קטע
 לא תהיה  Xנוכל לדרוש שכל הנקודות בקבוצה , כמו כן•

)Xנוכל לסובב את הקבוצה  (xלהן את אותה קואורדינטה 

2X R
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דוגמאות

.n(k)=3 מספיק  לב חור   k=3ל •
?k=2ל •
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Erdos-Szekeresמשפט 

:   הוכחה 
: נגדיר  שני הגדרות חשובות,  לצו רך  ההוכחה•

ת ויש  קשת  " בXאם   ,   תיקרא  ספ לX קבוצה  1.
 שחו סמת אותה  Xשמחברת בי ן שני  נקודות ב

) נקרא  לקשת  הזאת הקשת החוסמת(מלמעלה 
ת וי ש קשת  " בXאם   ,   תיקרא  כובעX קבוצה  2.

 שחו סמת אותה  Xשמחברת בי ן שני  נקודות ב
מלמטה 
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דוגמאות לספל וכובע 

:דוגמא לספל

:  דוגמא לכובע 
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דוגמאות לספל וכובע 

:?האם ז ה ספל
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Erdos-Szekeresמשפט 

נחזור  להוכחה  ש לנו
 להיות המ ספר ה מינימלי  f(k,l) נסמן  ):ה משך(הוכחה 

או ש יש  ל ה ספ ל  , בגודל זה Xהמקיים  ש לכל  קבוצה  
l או כובע בגודל  kבגודל  

 חסו ם אז  נוכיח  את f(k,l)ברור כי  א ם נוכיח  ש  •
) f(k,k) קטן  שווה מ n(k)וכמו כן  (המשפט 
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Erdos-Szekeresמשפט 

נוכיח באינדוקצ יה ש ) :  ה משך(הוכחה 
 

 l=2 או  ל k=2ל 
2   בק טע                          יש  ספ ל וכובע בגוד ל  -        

                

4
( , ) 1

2
k l

f k l
k
  

   
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Erdos-Szekeresמשפט 

) : ה משך(הוכחה 

אם נוכיח  ש לכ ל קבוצה  בגודל 
 אזי  בפרט  מתקיים  ש l או  כובע בגודל   kיש  ספל  בגודל  

( , 1) ( 1, ) 1N f k l f k l    

( , ) ( , 1) ( 1, ) 1
5 5

1 1 1
2 3

5 5 4
1 1

2 3 2

f k l N f k l f k l
k l k l
k k

k l k l k l
k k k

      

      
            

          
               
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Erdos-Szekeresמשפט 

 אין כובע Xנניח כי ב. N קבוצה בגודל Xיהא ) : המשך(הוכחה 
 k-1  את כל ה           כך שיש ספל בגודל Eנסמן ב. lבגודל 

   xהמסתיים בנקודה 
 לא מכיל אף E\X       נשי ם לב ש                              כיוון ש

אז הספל מוכל , E\Xאם יש  ספל שמוכל ב (k-1ספל בגודל 
 שנמצאת בסוף הספל נמצאת גם   xולכן הנקודה , Xגם  ב 

         נמצאת גם x סתירה כי הנקודה E  ולכן גם ב Xב
  Xאחרת גם  (lוגם היא לא מכילה כובע בגודל )  E\Xב 

)          lמכיל כובע בגודל 

x X

| \ | ( 1, )X E f k l 
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Erdos-Szekeresמשפט 

 לכ ן  ) : ה משך(הוכחה 
כלומר 
. l-1  או כובע בגודל  k מכיל  ספ ל בגודל   Eולכן  

k מכיל ספ ל בגו דל  X אז גם  k מכיל ספ ל בגוד ל   Eאם 
נניח     . l-1 מכיל  כובע בגודל   Eלכן נני ח ש . וסיימנו

אז  ל פי  .   היא נקודת ההתחלה   של הכוב ע ההואxש
   k-1 היא ג ם נקודת ס יום   של  ספ ל בגודל   Eהגדרת 

   Xב

| | | | | \ | ( 1, ) 1 ( , 1)E X X E N f k l f k l       
| \ | ( 1, ) 1X E f k l  
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Erdos-Szekeresמשפט 

,   היא  הנקודה השניה ב כובעz נניח  כי  ) : ה משך(הוכחה 
 היא הנקודה הלפני  א חרונה בספ ל yו

 

הספל

הכובע
z

x

y
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Erdos-Szekeresמשפט 

:  כעת  יש  שני אפש רויות) : ה משך(הוכחה 
,  א ם זה כ ך .xy גדול מהשיפו ע ש ל  xzהשיפוע  ש ל  ) 1

 kאזי י ש  לנו ספ ל בגודל   
 

הספל

הכובע
z

x

y
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Erdos-Szekeresמשפט 

) : ה משך(הוכחה 
,   א ם  זה כך . xy קטן  מהשיפוע ש ל   xzהשיפוע  ש ל  ) 2

 lאזי י ש  לנו כובע בגודל  
 

הספל

הכובע
z

x

y
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Erdos-Szekeresמשפט 

=  xy למה  לא  יתכן ש השיפוע  ש ל  ) : ה משך(הוכחה 
? xzשיפוע  של   
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Erdos-Szekeresמסקנה ממשפט 

שמתקיי ם ש ,  נשים  לב

וידוע מנוסחת  סט יר לינ ג ש
 טבעי  דיי  גדול מתקיי ם ש kלכ ל  ,  בפרט

 
 מתקיים  kנובע  כי  לכ ל קבוצ ה במצב כל לי   בגודל   ,ולכן

  !!!! !!      ת בגודל                   "קבוצה ב -שיש  לו תת 

2 4
( ) 1

2
k

n k
k
 

   

( ) 4kn k 

(log )k 

22 4 4~
2 ( 2)

kk
k k

 
   
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חורים 
הגדרה

נאמר  כי                  חו ר בגוד ל  . קבוצה ב         Xתהא •
kב X   אם Yת ו                 " ב

 כך שבתוך  X בשמוכלת היא  קבוצה  Y, כלומר•
Xא ין  אף נקודה ש ל  ) ל א כול ל  השפה(Yהקמור ש ל  

)  Yושל   (

2RY X
( )conv Y X Y 
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דוגמא

הקבוצה 
X

הקבוצה

Y 

Y 6 חור בגודל

Xבקבוצה 
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שאלה 

כך  שלכ ל  , n(k)יש מספ ר  , kהאם  לכ ל מספר   •
? k יש  חור  בגודל  n(k)קבוצה במצב כ לל י בגו דל  

! לא:תשובה•
.    לא  מתקיימת הט ענהk=7ל  •
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X  מעל קבוצ ה Y

 אם  Y היא  מעל  קבוצה  Xנאמר כי קבוצה  •
: מתקיימים התנאי ם הב אים

 הוא מע ל  Xכל י שר  שעוב ר דר ך כ ל שתי  נקודות ב1.
Yלכל  הנקודות בקבוצה  

 הוא מתחת  Yכל י שר  שעוב ר דר ך כ ל שני  נקודות ב2.
Xלכל  הנקודות בקבוצה  

 שונה        xלכל  הנקודות ב               יש  קורדינט ה  3.
                 

X Y
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דוגמא

                 

Y

X
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Xקבוצות ה    של 

 קבוצה כ ך שא ין  בה  אף נקודה ע ם אותה  Xתהא •
נניח כי                              כאשר   . xקורדינטה  

 של  x של         ק טנה מקורד ינטת  ה xקורדינטת  ה 
כ לומר הנקודות ממוינות בסדר עו לה  לפי  קורדינטת         (
 )        xה

 כך  שתהיה   Xאנו נגדיר את הקבוצה  ה         של   •
           הקבוצה                                               

  להיות הקבוצה   Xואת הקבוצה ה        ש ל  

1 2{ , ,...., }nX p p p

ip1ip 

0X
0 2 4{ , ,...}X p p

1X

1 1 3{ , ,...}X p p

iX
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דוגמא

a

c

b

e

d
הקבוצה 

X

1 { , , }X a b d

0 { , }X c e
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דוגמא

a

c

b

e

d
הקבוצה 

X

1 { , , }X a b d

נשים לב שלכל

יש                     כך שקואורדינטת 
 של         תהיה בין          ל    xה

spjpkp

 יש את a,bבין , לדוגמא
 שנמצאת בcהנקודה 

0 { , }X c e

1,j kp p X

0sp X

0X
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קבוצות הורטון 

ו תהיינה       ו         , קבוצה במצב  כל ל יXתהא •
 היא קב וצת Xנאמר כי   . Xקבוצות ה      ש ל  

:  אם מתקיי ם) Horton( הורטון 
•X הוא הקבו צה הר יקה  או נקודה בודדת 

או
ו         מע ל               ,       ו        קבוצות הו רט ון•

או ש         מע ל   

1X
iX

1X1X
1X

0X

0X 0X
0X
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קבוצות הורטון) 1(דוגמא

הקבוצה 
X

הקבוצה
1X

הקבוצה

0X
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קבוצות הורטון) 2(דוגמא

הקבוצה 
X

הקבוצה

הקבוצה

1X

שים לב 
שקבוצות ה

הם 
ואחד ,הורטון

מעל השני 

iX

0X
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לקבוצת הורטון) 3(דוגמא

הקבוצה 
X

1Xהקבוצה

0Xהקבוצה

Create PDF files without this message by purchasing novaPDF printer (http://www.novapdf.com)

http://www.novapdf.com
http://www.novapdf.com


מחיקת נקודות מימין תשאיר את התכונה 
שהקבוצ ה היא ה ורטון 

הקבוצה 
X

1Xהקבוצה

0Xהקבוצה
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קיום קבוצות הו רטון מכל עוצמ ה 
משפט 

n טבעי  יש  קבוצת הו ר טון מגודל   nלכל   
הוכחה 

נוכל  , שכן , מספיק  להוכיח  את הט ע נה עבור                 
למחוק נקודות מימין ו ע דיין הקבו צה שנקב ל ת היה  

ניתן  להוכיח  תכונה זאת , פו רמל י ת(קבוצת הורטו ן 
) באינדוקציה ע ל  מבנה קבוצת הורטו ן

 ש ל הנקודות בקבוצ ת הורטון   Xנדרוש גם  שקורדינטות  ה
  בגודל              הנן

2kn 

2k0,1,2,3,...., 2 1k 
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)k=3 לk=2מ (הבניה
נניח שהקבוצה           

בגודלהורטון קבוצת 

 Xהקורדינטות ועם 

     

( )kH
2k

0,1,2,3,...., 2 1k 

( )kH
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הבניה 

נגדיר
( ) ( )2 {(2 ,2 ) | ( , ) }k kA H x y x y H  

A
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הבניה 

 Aהקבוצה 

 Bהקבוצה
נגדיר את 

  Bהקבוצה
להיות 

(1, ) {( 1, ) | ( , ) }B A h x y h x y A     

 ו Aשימו לב ש
B קבוצות 

הורטון
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הבניה 

 Aהקבוצה 

 Bהקבוצה

 אינו Bאם 
אז , Aמעל 

  h נגדיל את
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הבניה 

 Aהקבוצה 

 Bהקבוצה
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קיום קבוצות הו רטון מכל עוצמ ה 
ברור  שהקבוצה                                 הי א קבוצת  הורטון   

 יה יה   Hהגודל  ש ל  . כאשר                    ו                  
 ש ל הנקודות בקבוצ ת הורטון   Xכמו כן קואורדינטות ה 
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סגורה מלמעל ה-rקבוצה  

הגדרה
סגורה מ למעל ה אם  לכ ל  ספל   -r היא   Xנאמר כי  •

 שנמצאת מעל ה ספל X יש  נקודה בrבגודל   
סגורה מ לטה   אם  לכ ל כובע בגוד ל   -r היא   Xנאמר כי  •

rיש  נקודה ב X שנמצאת מתחת לכובע 
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סגורה -4 היא  Hקבוצת הורטו ן  

משפט 
סגורה  -4סגורה  מל טה  ו-4 היא  Hכל קבוצת הו רטו ן  

. מלמעלה 
) סגורה למעלה-4נוכ יח שה יא (הוכחה

: נוכיח זה בא ינדוקציה  ע ל מבנה ש ל קבוצת ההו רטון
 הט ענה  - נקודה בודדת או הקבוצה הר יקה  Hאם  •

מתקיימת באופן ריק 
H ב4 ספ ל בגודל  C  יהא •
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סגורה -4 היא  Hקבוצת הורטו ן  

אם ה ספל  מוכל ב        א ו ב          אזי   לפי הנחת  •
לכן  .C שתהיה מע ל   Hהאינדוקציה תהיה  נקודה ב

נניח כי 
נראה  כי אי ן      .   נניח בל י הנחת הכ ל ליו ת ש      מע ל •

:  וב       C נקודות שנמצאות ב3
 שנמצאות ב        a,b,cנניח בש לי לה   שיש  נקודות •

 שנמצאת בdונקודה 
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סגורה -4 היא  Hקבוצת הורטו ן  

.Cו ב שנמצאי ם ב        b ו a,  יש  שני נקודות, לכן•
  cלפי ההגדר ה ש ל קבו צו ת הורטון  יש  נקודה  •

b ו aשנמצאת ב    וה יא בי ן  
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.      C מופיעה מע ל ה ספ ל  cהנקודה  , בפר ט,  לכן•
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7  לא מכי לה חו ר בגוד ל Hקבוצת הורטו ן  

משפט 
7  לא מכי לה חו ר בגוד ל Hאף קבוצת הו רטו ן  

הוכחה 
נוכיח באינדוקציה  ע ל  מבנה של קבוצות ההו ר טון •
 שמכי לה חו ר  Hנניח בש לי לה ש יש קבו צת הור טון  •

. 7בגודל 
ו בהחור   לא מוכל   ב      ,  לפי הנ חת האינדוקציה •
נניח בל י הנחת הכ ל ליו ת ש          מע ל  •

0H1H
1H0H

Create PDF files without this message by purchasing novaPDF printer (http://www.novapdf.com)

http://www.novapdf.com
http://www.novapdf.com


0H

1H

אילוסטרציה

Y

Create PDF files without this message by purchasing novaPDF printer (http://www.novapdf.com)

http://www.novapdf.com
http://www.novapdf.com


7  לא מכי לה חו ר בגוד ל Hקבוצת הורטו ן  

י ש קבוצה             כ ך ש  ,מעקרון  שובך ה יונים •

נניח בל י הנחת הכ ל ליו ת שזה הקבוצה  •
ת"ת ג ם                    ב " בY משום ש •
נוכיח ש                   הוא  ספל   •

iH
| | 4iH Y 

0H
0H Y

0H Y
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7  לא מכי לה חו ר בגוד ל Hקבוצת הורטו ן  

לכן מתקי ים  ש                     הוא  ספל  בגודל •
ספל  - ישנו תת rבגודל  ) או  כובע(מתקיים ש לכ ל  ספל •

י מחיקת               נקודות " שהוא בגודל               ע 
מימין  

0H Y4 
k rr k
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7  לא מכי לה חו ר בגוד ל Hקבוצת הורטו ן  

C שנמצ א ב4בגודל כ  יש  ספ ל   "ב סה,   לכן• Y0H
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7  לא מכי לה חו ר בגוד ל Hקבוצת הורטו ן  

סגורה מ למע לה  -4ה יא , משום ש         קבו צת הו רטון •
 נסמן אותה  Cולכן  יש נקודה ב          שנמצאת מעל  

dבאות 

0H
0H
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יש לה נקודה  (חור

) פנימית
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 הערות

 כך שכל  קבוצה  במצ ב nניתן להוכ יח  שיש  קבוע  •
6מכיל  חור  בגודל  ,nבגודל   ,כלל י
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f(k,l)חסם תחתון על  

כ לומר י ש קבוצה  בגודל ,  הוא הדוקf(k,l)החס ם  על   
                        

l וכובע בגודל  k                          כך ש אי ן  לו ספ ל בגוד ל  

הוכחה 
.l וkנבנה זאת באינדוקציה  על   

k=2  או l=2-ניקח את  הנקודה הבודדת

4
2

k l
k
  

  
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) המשך(f(k,l)חסם תחתון על  

) המשך(הוכחה
נגדיר קבוצה                 ל היות קבוצה ב על                   

 l וכובע בגודל  kאיברי ם    כך  שאי ן  לו  ס פל בגודל   
נניח שבנינו את                 ואת   

נבנה את 

,k lX
4

2
k l
k
  

  

, 1k lX 1,k lX 

,k lX
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)המשך (f(k,l)חסם תחתון על  

) המשך(הוכחה
: הבניה תהיה כך

 היא הקבו צה Rכאשר  

            היא הקבו צה Lו
R מימין  ל L ו R  מעל L

     

, 1k lX 

1,k lX 

R

L
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דוגמא
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) המשך(f(k,l)חסם תחתון על  

) המשך(הוכחה
הקבוצה היא  בגודל 

כ שהקבוצה  שבנינו לא   מכילה  "ולכן  יש  להוכי ח ב סה 
.l וכובע בגודל  kספל  בגודל  

הוכחה דומה שהיא   . kנוכיח שהיא   לא מכי לה  ספל  בגודל  
   lלא מכי לה כובע  בגודל  

5 5 4
2 3 2

k l k l k l
k k k
          

             
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) המשך(f(k,l)חסם תחתון על  

) המשך(הוכחה
. ספ ל בקבוצה  שבנינוC יהא  

 ולכן  הוא  בגודלR מוכל ב Cאם                       אזי  •
    Rאם                        וא ם  ל כל היות ר נקודה אחד ב •

  אזי  גודל   הספ ל  יהי הCוב
 )       k-2נקודות לכל היות ר  ב L  ועוד נקודה אחת ל כל 

)  Rהיותר ב 
נוכיח ש לא  יתכן ש                       ו •

1k   C L 
C L 

1 2 1k k    

C L | | 2R C 
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)המשך (f(k,l)  חסם תחתון על 

L

R

הספל לא 
יהיה קבוצה 

!!!! !! ת"ב

C
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מסקנה

4
( , ) 1

2
k l

f k l
k
  

   
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  n(k)חסם תחתון ל  

מתקיי ם ש ,  טבעי kלכל    •
הוכחה 

אזי  יש  קבוצה . n(k) בגודל  Xתהא קבוצה  
נעביר  אלכ סון   בי ן  שני הנקודות הכי  . kת בגודל  "ב

 Yכך שנקב ל  ח לוקה  של  , )xב יח ס  לצ יר  ה (רחוקות 
לספ ל וכובע 

Y X

( , ) ( )
2 2
k kf n k          
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דוגמא

-באדום 
הישר
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)המשך  (n(k)חסם תחתון ל  

ספ ל  או כ ובע בגודל  של   ) Xולכ ן ב (Yיש ב , לכן•
)  נובע  מעקרון  שובך  היוני ם(לפחות                   

2
k 

  
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מסקנה

מתקיים כי •

 מספיק גדול kנ קבל כי    ל  , לפי נו סחת  סט יר לינג•

כך  שכל   , n בגודל  Xי ש קבוצה   ,  טבעי nלכ ל  , לכן•
ת "קבוצות בגודל                אינן  ב-תתי

4
2 2

( ) ( , )
2 2

2
2

k k
k kn k f

k

                                 

( ) 2kn k 

2log n
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 נקודות במצב כללי  5לכל קבוצ ה בעל  
 4ת בגודל "יש  תת קבוצה ב

:הוכחה•
 ניקח את כל  נק ודות השפה - 4אם כמות נקודות השפה שווה ל 1.
-ת ולכן אם ניקח תת " בX אזי -5 אם כמות נקודות השפה שווה ל2.

,   מהטענה הראשונה שהוכחנו( נסיים – 4קבוצה כל שהיא בגודל 
)ת"הקבוצה הזאת היא ב-נובע שתת

- מכילה נקודה אחת Xסימן ש -1אם כמות נקודות השפה שווה ל 3.
סתירה

 סימן שכל הנקודות נמצאות  על  - 2אם כמות נקודות השפה שווה ל 4.
 סתירה לכך שהנקודות נמצאים במצב כללי-ישר אחד 
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אילוסטרציה 

: נקודות4במקרה של 1.

: נקודות5במקרה של 2.

:2במקרה של 3.
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ת "כמה טענות בסיסיות על קבוצות ב
בקמירות

:)המשך(הוכחה
 2נקבל משולש עם : 3אם כמות נקודות השפה שווה ל •

קבוצה שתכיל את הנקודות -ניקח תת. נקודות פנימיות
 נקודות שפה כך שהצלע שהם 2הפנימיות עם עוד 

 הנקודות 2י "לא תחתוך את  הישר שנוצר ע,יוצרים
ת"ברור שהקבוצה הזאת ב. הפנימיות 
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)2הוכחה מספר  (Erdos-Szekeresמשפט 

:ל לא הוכ חה , נשתמש בט ענות הבאות: הוכחה •
  ):מ קרה פר ט י(משפט רמ זי 1.

ולכ ל  , n בגודל  Xכך שלכ ל קב וצה  n יש   k,r        לכל   
 קבוצת     Eכ אשר   , c:E->{red,blue}פונקציה   

     קבוצה -יש תת  ,r בגודל  Xכל תתי הקבוצות  ש ל  
Y  בגודל k ,הקבוצות ש ל  -כך שכ ל ת תיY         

 צבוע י ם באותו צב ע rבגודל  
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Erdos-Szekeresמשפט 

  conv(X) כל  נקודה ב:Caratheodoryמשפט  2.
X נקודות ב3היא קומבינציה  קמורה  של  לכ ל ה יותר 

            :Caratheodoryנוכיח  מסקנה  ממשפ ט  •
אז  יש    , ת"ו היא אינה ב  ,4     קבוצה בגוד ל Yאם  

ת " שאינ ה ב4קבוצה בגודל  -לה תת 
.  ניק ח נקוד ה פנימית          :הוכח ה       

 היא קומבינציה   y       אז י                                  ו לכן  
.Y\{y} נקודו ת מ3קמורה ש ל עד 



y Y
( \{ })y conv Y y
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