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A THEOREM ON PARTIALLY OBDER~D 3El'S (S~mmary) 

Michael Rabi:::i 

In the foll orin note '.'Te ~ive a co:idi ti on tor the finiteness 
of a partial ly ordered set . This theorem was established in order 
t o pr ove the finiteness of ce r tain classe s of ideal s -

Theor<:1m. 

Assum9tion: Let the ~artially ordQred set M satisfy 
the following conditions: 

a) The maxibum condition (that is, the ascendin~ 
chain condition ) . 

b) The minimum condition (that is, the descending 
chain condition). 

c ) "t,"v1;;; ry subs e t of M in which a ll pairs of elements 
ar~ uncomperabl e , is finite. 

Conclus ion: M is finit~. 

The crucial po.:nt ·::>f the '!)roof lies in the followin g ~er.eral 
princ i ple . 

? r i n c i p l e ; 

Le t s 1 , s 2 , •. . be an infinite sequence of finite and non-void 
sets . Let P be a pro-pe rty V"hich is meaninP.ful for all finite 
'sequences (ai), i~1, • .. ,n, ~here a1 is an e l ement of Si . Let P be 
s uch that if' (a,) , i=l, . .. , n has the prope~t7 P th en ever1 initial 
of t his sequence sati s fies ?. 

It there exists, for ev Gry n, a soquenco containing n t erms 
and having the ~roperty P, then ther~ &xists an infinite sequenc e 
( a1 ), i-1, 2, ... every initial of' which satisfies p. 

For provin~ tbis principle we ap?lY Cantor's diagonal method. 
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חלקיבאופןסדורותקבוצות~לסנםפט

רביןםיכ~זל

.cםכרג

וrת nהםבסיסבחדרנ~כ?חננסחרת aהכבסוררת

התגלהזהםבחד .) partiallyס rdered (י pחלבוrרפן
 .י

סחלקות~לןתיו sםולהוכחתשםרשםשהקרםוססיכיים

כרבח pשלירתה (lסר

 .:~~:··החוגיםבתרותר pnם•גב

 ·•' '.ידיוrלים. atכלססויםרת

חלקי.ן tכ~רהסדורההקכרצההגדרת . 1 §

-נויה Kניןסגדו DKי pלחך!וו ltכהררדס Kתקרקברבה

לור• pרנ ) x ~ y(לס~ל: ~על-ידיםנר oנשריקים,םקרםותשניבעליחס

תסוםדהעקיבהיחססללילתר~ .) yל-עוקב x (הבי Pעהחסי

~ ) x ~ y (. הבהתכונותאתנדרוסהעקיבהםיחסK ;ות

rי-רפלכסיבירת: )וrוXfX • 
 . y ~ xגורר x ~ yיםפדידת: oוrכ)

 . x ~ zגורדים y ~ zר- x ~ yסדנםיסיבירת: )ג

-~םוס•~גר a .~העקיבהי~םול-ידיחלק•ן~נ•רסדררההקנרנהכינוrםר " ;· ;w: 

 ·•;::ך,ינ ; "x{Jוגם y*xגםים pיהיה yר- xשרניפזcבריםזרג~:וענררסררת 1t<1הנוtת
 ...... ·. :;;: .:-כו:ז~ pהנקרוrתזרעובדהכגלללהסרzזה.נתני:פסוtינסננוtםרכוrלהוtנריםזרב.

 j ~ 1:. .ז'גםרבוrםו x}yרדה 3בגם x ~ yהיחכת Kככתבלהלן •קיל' nב1וtר1וןסדורה

 ; "-\·-ן~·
p y ג-לםדו:: • . ~,. 
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't ...... ~" 
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 •הםגרד
 .ה sכר pללהפוךנרכלנתרבהקברנהשלהחלקיותהקבוצותכלקברנתוrת

o רזנךדדרהtכוn לp ,11יt העיחסבתורםp נ•בהp חx זוזת-י:רםרת:_(ההכלהת

x עוp ל-כy פורשוx תםכילtוy (. 

§ .- 2 lt כלייסוב"םzנכסיםוםתנאיומיביםליים.סכסיzכרם.הzניניzוה

 • 1הרדגה
 Aשל aבו xהחלקי.רפן aבסרררהקברנהשלחלק•תבובה p Aתהי

 • x ~ aהסק~ם xבר k A-ב•ידאם Aב-םכס•םל•

 . 2הורגה
 • a ~ yהםקים 7נד a Aב-~ידם x Aב-סלייבי Q aר pי Aשל aהוrבר

 3;וריגה
סדרהכהיד xם aהערלה,הםדדהי 11tתנת xסק,יםת Mנובה pסהננוtםר

." q 1,2=ו, •• .• · n•e ~ . ~ a ) (.-ם~:;וורה.. ·'·~tןi~·,:."\ --2-( ~{ a י 1

·:;::~, .;,~ ~.; ~.; :~ ·;· o ,;;~ך. .:n ~ :.: ~ : ~ j, .•. .. ",,-" -~ 1i;,:,;.-~ ·i ~~ : ~ ,[ ~~ ·.: .w•·;:.: i, , : { < ;•· 
 .ל 2 ~·~.;,.<..י;י•. .j ;'·"- ... ~.?'":בJ:..~·" .". ·;.".\·,י; C.."".:. • ....J ..\' ..\ .·:·.;,,··. .:.' •-"' ••נ:י~~ ....ינ! •.• ~·...ן .ג-~ ~·-.:~"".".; .~- .
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 • 4הרדגה

קבוצהבכל : Kהבי Kלתנאקויולנטיהקודםי Kסהתנלהוכיחסה pלי

י •כת Kבקרזהתנאיםכסיםליים.בדים Kי:ובם Mסללגז-ריקהחלקית

 •םוםיסכסה

 ·::_;._ ..-"ן-סרפית Kסדרהכה"ן Kם Kהיורדת.הסדרהתנוtית Kםםלוtת Mס-בוcםר

•••• 1.2 = o (an }, n :בהa
1 

~ 4an <·· · <a2 .•.. בx םתנבקבללקורסדרסהופןx ד~ ·י
 •הםיביםרםתבז.cיאתזה

רהוכחזו.השzכפסנסרח . 3 §

 •שzכפכס

ים: aהנהתבוcי<ם•תת xהםסלחלקי,ופן xנסדורהק~ר~ה M .ה nבה

סכל Mסלחלקיתקבוצהכל )ג(הסיניםום.תגז.cי )ב(הםכסיסום.תבז.cי )•(

סו~ית. Rהיה Kלהסרבתגיםיבם Kנריה Kםסבים

סופית.קבוצה xהי M .הבקסם

 .ירזע- ~פסס
M ba םקיםתx ו )(גת-B סלחלקיתקבוצהM , זc.האבריםקבוצתז

סופית. Kח" Bנ-הםיביםליים

הוכחה.

זי K ,Sברי Kהם yר- Xגזם . Bב-הסיניםלייםהוcבריסקבר:זת s ·תהי

>Xוכן y4xכיה, xלהסרב~ניםהסייז Y ל·הם•כיסליות•תסותרים~· x -רY • 
סופית. s )ג(תנאיעל-ססךלהסווcה.בתנים s•~די•יןלכן

 .בר Tע-ש!ל:וס
 M: , sיכלחלקיתקבו:זה Bתהי

 • B-Sכ-הםיניםלייםהaו:בריםקבוצת

 • y-fxס-כך sב-

Sו- Bב-הפי~יםלייםכרים aהבוצתק 1 
 yבר xקים s1ל-הפיך xאנוכלעכור

 •ה nכוה

 xהיהלכן , zז xהיה Bל-הריך zכלעכורהריכך.הדברהיהלולי
8ו- Sולם K .Sל-ין~ xכלוםר , Bב-ם•ניםליאבר זורת.קבוצותהן 1

להלן.הםגזוה"רקשור"ג jן (lאתנכניסהם~שטהוכחתלצורן

 " ,וטקו "התךדגה

 nדוטקו •תקרא ) i=l, ••• ,n ,). aהסדרה
1 

ה"וקטור".~ל 1-ה

 ·• an ~ ••• ~ a2 ~ a1אם

a rי'ירו
i '" 

ב •ברםה

 • K1כו:v.ו Mלקבוצה xב~רה nההר~לבררן
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השם::ס.הוכחת

Bתהיסופית.ינ;ד x M1כיונניחהנתונההקברבה M1תהי
1 

קבוצת

סספס-סתרןריקה.יכה x B1 )ב(י xנתעל-םםך • M1כ-םיביםלייםהברייס xהכל

יכה x M1כיוהבחנוהרוcיל • M2::t41-B1בגזירית.פסו B1-סברבע 1עזר

ת x B2ב-נסםןייקה.ר- xלוכפרשיין-סופית x M2הריסופית, B1ו-תסופי

ול-ידי M3נגדיר-רייקה. xרלסופית B2 ,M2כ-יםיהםיינ•םלבר•ם xהקבוצת

M3-M2- B2 • בנםסייןx רפןK תינדרקסיביcסדרהונקבלהזההתהליךוx ין-םר~ית
8-ריקרת xרלסופיותקברנותםל •בר bnויהי xסהרכלשנעיםספד n•היי • 1

על-ידיי • bn ~ bn-1הסקים bn-1בר x Bn-1ב-ברסיכמספם-עזרעל-סםך . Bnשל
''''l (o1רקסוד nסקיסדווcיםזהתהל•ךעלחזרה 'bn ) n סין 1ה-םרכיבוסר

x E0בנסםן , Biלקבוצה  ~-שבדודזר.צורהבעלי nוקםורים nהכלקבוצתת-

Eאבריכלסלרון xהרהםרכייבייך-סרפית. 1כרבה p xהי 0 cהווx לבר"B1 , סהיa .·+~ 

 ~:~"-פלהרוcסרןהמרכיבסר lC Elוזין-סופיתת"לקיה t:בר p IC1!11Cקייםתיית. 11םרקברנה
יל lהרסרכייביס,סכירת nלפםוcכריהחד Kלכלרר xרסרה,בהס nרקםרריס nהכל

הקבונהםתוךלקרח E1הוcין-סרפיתהקכרנה"וקשור'י" .כלחלהםנירהםרכיכ

כלוcסרוcין-סופיתחלקיתברנהק E1םתוך xלהונינרכלהדיי , B2תהסופי

 .מרכיביםסלדסהלפחותוcנריהולכלריםס n"רקםדריהסלהסנייסהמרכיבים

 Li nוקסרריים nקברנותסלין-סרפית lסדרהולקבללהםסיןנרכלזןבנורה

 ; Enז En ~ lהתכונות;כולת
ה"רקשרוים"כלעבדוסדה

סלזרסדרה • Eוcברישל n 

 E~וקשור""שלהווcסרניםהםרניב•ם n-סוcחדכל
םסרת~)~( nה-הסרכיבוcת n ~ b (-כבססןבקבוצה.

B -ת•םcתםסלוcהיחסיםו

n ~ 1 ( .ו. •• , ) -{ " • < b ~ b i 1 )-< b 

וcינה M1ס-מההנחההנובעתסתירה,וc~רוcקבלנוהםכסיםרם.לתנוcיכבגרד

סופית.

זרגםאות. . 4 §

וcתבהפרן .הםספשתנ•יל~וcי-תלרתםוcתלנרתרוcינהדרנםוcותשלר~

חלקי,בוcרעןסדורהלקבו%ה Dוcרסניסהב~לוהםבעייםהםססר•םקכר~ת

 • 1הםגיד

x ל-עוקבy םcוx ס-גדולy )םזרכדררהקברבה .)~רג•לבסרבןp ייםת

 • 1 ~ >-3>-2 •••וcרלם ,)ג(ו- )ב(יס aהתנ•ת

כ.וגםה.ד

X ורp ל-בy םcוX ס-קטןy • נK םסתקיםיםן•cו(תנוc( -ר)רלם ,)ג•. 

 . 1 < 2 < 3'ז •••

נ·דרגםה

•וסתקיםים. )ב(ר- )וc( .ה lלה?רבתניםוcינם•נויםסבילמכנניח

 .)ג(ל•

יררסל•םהעברית,הוcרניברםישה
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